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Ñîäåðæàíèå1 �ðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ 12 Òåîðåìû î ãîðèçîíòå 33 Äèàãðàììû Êàðòåðà�Ïåíðîóçà 64 Íåêîòîðûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà 84.1 �åøåíèå Øâàðöøèëüäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94.2 �åøåíèå �åéññíåðà�Íîðäñòðåìà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124.2.1 M < |Q|, ¾ãîëàÿ¿ ñèíãóëÿðíîñòü . . . . . . . . . . . . . 124.2.2 M > |Q| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134.2.3 M = |Q|, ýêñòðåìàëüíîå ðåøåíèå . . . . . . . . . . . . . 144.3 Äèëàòîííàÿ ÷åðíàÿ äûðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164.4 �åøåíèå Êåððà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184.4.1 M2 < a2, ¾ãîëàÿ¿ ñèíãóëÿðíîñòü . . . . . . . . . . . . . 194.4.2 M2 > a2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204.4.3 M2 = a2, ýêñòðåìàëüíîå ðåøåíèå . . . . . . . . . . . . . 225 Ìåõàíèêà ÷åðíûõ äûð 225.1 �åîäåçè÷åñêèå êîíãðóýíòíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225.1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225.1.2 Ñâîéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ êîíãðóýíòíîñòåé . . . . . . . . 245.2 Èíòåãðàëû Êîìàðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255.3 Çàêîíû ìåõàíèêè ÷åðíûõ äûð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265.3.1 Íóëåâîé çàêîí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265.3.2 Ôîðìóëà Ñìàððà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275.3.3 Ïåðâûé çàêîí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295.3.4 Âòîðîé çàêîí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306 Èçëó÷åíèå Õîêèíãà è òåðìîäèíàìèêà ÷åðíûõ äûð 316.1 Èçëó÷åíèå Õîêèíãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316.2 Òåðìîäèíàìèêà ÷åðíûõ äûð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321 �ðàâèòàöèîííûé êîëëàïñÊàê èçâåñòíî, çâ�åçäû óäåðæèâàþòñÿ îò ãðàâèòàöèîííîãî ñæàòèÿ ñèëàìèäàâëåíèÿ ãîðÿ÷åãî ãàçà. Îäíàêî íà ïîçäíèõ ñòàäèÿõ ýâîëþöèè òåðìîÿäåð-íûé ñèíòåç ïåðåñòà�åò áûòü ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì è ïðåêðàùàåòñÿ, ëè-ø�åííàÿ èñòî÷íèêîâ ýíåðãèè, çâåçäà îñòûâàåò è ñæèìàåòñÿ. Òåì íå ìåíåå,äàæå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå äàâëåíèå â íåé îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íûì îòíóëÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ äàâëåíèåì âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà. Âûðîæäå-íèå ýëåêòðîíîâ íàñòóïàåò ïðè êîíöåíòðàöèè ne ïîðÿäêà
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. (8)Ò.î., â ðàññìîòðåííîì íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè ãðàâèòàöèîííîå ñæà-òèå çâåçäû ëþáîé ìàññû ðàíî èëè ïîçíî áóäåò îñòàíîâëåíî äàâëåíèåì âû-ðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà. Îáðàçîâàâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåñ-ñà îáúåêò íàçûâàåòñÿ áåëûì êàðëèêîì.Èñïîëüçîâàííîå ïðèáëèæåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî 〈pe〉 ≪ mec, ÷òî îãðà-íè÷èâàåò ìàññó çâåçäû ñâåðõó. �àññìîòðèì òåïåðü ðåëÿòèâèñòêèé ýëåêòðîí-íûé ãàç. Äëÿ íåãî
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. (11)Ïðè ìåíüøåé ìàññå çâåçäû å�å ðàäèóñ áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ, ïîêà ýëåêòðîí-íûé ãàç íå ïåðåñòàíåò áûòü ðåëÿòèâèñòêèì è íå íàñòóïèò ðàâíîâåñèå ìåæ-äó ñèëàìè ãðàâèòàöèè è äàâëåíèÿ âûðîæäåííîãî ãàçà. Îäíàêî ñæàòèå çâ�åçä2



á�îëüøèõ ìàññ â ïðèíöèïå íå ìîæåò áûòü îñòàíîâëåíî äàâëåíèåì âûðîæäåí-íîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ìàññû MC íàçûâàåòñÿ ïðåäå-ëîì ×àíäðàñåêàðà (Chandrasekhar). Áîëåå òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ äàþò îöåíêó
MC ≈ 1.4M⊙.Òåì íå ìåíåå, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû åù�å íå ãîâîðÿò î òîì, ÷òî çâåçäàáóäåò ñæèìàòüñÿ íåîãðàíè÷åííî. �àññìîòðèì ðåëÿòèâèñòñêèé âûðîæäåí-íûé ýëåêòðîííûé ãàç, íàñòîëüêî ãîðÿ÷èé, ÷òî ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ îêàçûâà-åòñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ îáðàòíîãî β-ðàñïàäà

p+ + e− → n + νe. (12)Ýòà ðåàêöèÿ íå ìîæåò ïðèéòè â ðàâíîâåñèå ñ îáðàòíîé
n + νe → p+ + e−, (13)ò.ê. íåéòðèíî ïî÷òè íå âçàèìîäåéñòâóþò ñ âåùåñòâîì è ëåãêî ïîêèäàþòçâåçäó. Ïðè ýòîì íå ìîæåò èäòè è β-ðàñïàä
n → p+ + e− + ν̄e, (14)ïîñêîëüêó âñå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ, ýíåðãèÿ êîòîðûõ ìåíüøå ýíåðãèèàêòèâàöèè ðåàêöèè (12), óæå çàíÿòû. Çâåçäà ïðîäîëæàåò êîëëàïñèðîâàòü äîòåõ ïîð, ïîêà ñæàòèå íå áóäåò îñòàíîâëåíî ñèëàìè äàâëåíèÿ âûðîæäåííîãîíåéòðîííîãî ãàçà. Åñëè äîñòèãàåòñÿ ðàâíîâåñèå, òàêîé îáúåêò íàçûâàåòñÿíåéòðîííîé çâåçäîé.Îäíàêî òàê æå, êàê è äëÿ áåëûõ êàðëèêîâ, äëÿ íåéòðîííûõ çâ�åçä ñóùå-ñòâóåò ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ìàññû, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî äàâëåíèå âû-ðîæäåííîãî íåéòðîííîãî ãàçà óæå íå ìîæåò îñòàíîâèòü êîëëàïñ. Ýòî êðèòè-÷åñêîå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì Îïïåíãåéìåðà�Âîëêîâà è ñîñòàâëÿåòîêîëî 3M⊙. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíû ìåõàíèçìû, ñïîñîáíûå ïðåäîò-âðàòèòü äàëüíåéøåå ñæàòèå áîëåå ìàññèâíûõ çâ�åçä. Åñëè èõ äåéñòâèòåëü-íî íå ñóùåñòâóåò, ñæàòèå ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííûì è ñ îïðåäåë�åííîñòüþ�îðìèðóåòñÿ ÷�åðíàÿ äûðà.Îïðåäåëåíèå 1. ×�åðíîé äûðîé íàçûâàåòñÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,èç êîòîðîé íèêàêîé ñèãíàë íå ìîæåò äîñòèãíóòü áåñêîíå÷íî óäàë�åííîãî íà-áëþäàòåëÿ.Îòìåòèì, ÷òî ò.ê. ïëîòíîñòü âåùåñòâà, çàêëþ÷�åííîãî â ñ�åðå Øâàðö-øèëüäîâñêîãî ðàäèóñà, ðàñò�åò ñ ðîñòîì åãî ìàññû, ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿìàññà, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîé çâåçäà íåìèìóåìî ñòàíåò ÷�åðíîé äûðîé(â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1). Ïðèâåä�åííûå æå â ýòîì ðàçäåëå îöåíêè ëèøüêîíêðåòèçèðóþò ýòî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ìàññû.2 Òåîðåìû î ãîðèçîíòåÄëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ãîðèçîíòà ñîáûòèé ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî âñïîìî-ãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèé. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (M, g), ãäå M �ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé, à g � çàäàííàÿ íà í�åì ìåòðèêà.Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîñòàíñòâî-âðåìÿ (M, g) íàçîâ�åì àñèìïòîòè÷åñêè ïðî-ñòûì, åñëè ñóùåñòâóåò ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå (M̃, g̃) òàêîå, ÷òî3



1. M̃ = M ∪ ∂M̃ , ãäå ∂M̃ îáîçíà÷àåò ãðàíèöó ìíîæåñòâà M̃ ;2. g̃µν = Λ2gµν , ãäå Λ � îïðåäåë�åííàÿ íà M̃ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, ïðè÷�åì
Λ > 0 íà M è Λ = 0 è dΛ 6= 0 íà ∂M̃ ;3. êàæäàÿ èçîòðîïíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ â M èìååò äâå êîíå÷íûå òî÷êè â
∂M̃ .Îòìåòèì, ÷òî òðåòüå óñëîâèå èñêëþ÷àåò èç ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÷�åðíîé äûðû. ×òîáû îáîéòè ýòî çàòðóäíåíèå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñëàáîàñèìïòîòè÷åñêè ïðîñòîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ (M, g) íàçûâàåòñÿ ñëàáî àñèìïòî-òè÷åñêè ïðîñòûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ M , èçî-ìåòðè÷åñêîå1 îòêðûòîé îêðåñòíîñòè ∂M̃ , ãäå M̃ åñòü êîí�îðìíàÿ êîìïàê-òè�èêàöèÿ íåêîòîðîãî (âîîáùå íå ñîâïàäàþùåãî ñ M) àñèìïòîòè÷åñêè ïðî-ñòîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.Îïðåäåëåíèå 4. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íàçûâàåòñÿ (ñëàáî) àñèìïòîòè÷å-ñêè ïëîñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè ïðî-ñòûì è àñèìïòîòè÷åñêè ïóñòûì â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå èñòî÷íèêè ãðàâè-òàöèîííîãî ïîëÿ ëîêàëèçîâàíû â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ÷òîòåíçîð �è÷÷è Rµν èñ÷åçàåò â íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè ∂M â çàìû-êàíèè M .Àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíî äëÿðàññìîòðåíèÿ, ò.ê. îíî èìååò òó æå ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâåííîé i0 è èçî-òðîïíûõ J± áåñêîíå÷íîñòåé, ÷òî è ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ìèíêîâñêîãî. Ýòîïîçâîëÿåò ââåñòè âåêòîðû, ïåðåõîäÿùèå â àñèìïòîòèêå (âáëèçè i0) â âåêòî-ðû Êèëëèíãà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, è îïðåäåëèòü ïîëíûå ìàññó, èì-ïóëüñ è óãëîâîé ìîìåíò ñèñòåìû (ñì. ðàçäåë 5.2).Ïóñòü òåïåðü M � ñëàáî àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ,

U ⊂ M � ïðîèçâîëüíîå åãî ïîäìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì J−(U)ïðè÷èííîå ïðîøëîå òî÷åê ìíîæåñòâà U , ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê èç
M , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëåæèò íà âðåìåíèïîäîáíîé èëè èçîòðîïíîé êðèâîé,ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó U , ïðè÷�åì òî÷êà èç U ïðîõîäèòñÿ âáîëåå ïîçäíèé ìîìåíò ñîáñòâåííîãî âðåìåíè. Ìíîæåñòâî

J̇− = J−(U) \ J−(U) (15)åñòü ãðàíèöà çàìûêàíèÿ J−(U).Îïðåäåëåíèå 5. Áóäóùèì ãîðèçîíòîì ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
M íàçûâàåòñÿ ãðàíèöà çàìûêàíèÿ ïðè÷èííîãî ïðîøëîãî J+:

H+ def
= J̇−(J+). (16)Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîøëûé ãîðèçîíò ñîáûòèé.Ñ�îðìóëèðîâàííûå íèæå øåñòü óòâåðæäåíèé íîñÿò íàçûâàíèå òåîðåìî ãîðèçîíòå.1Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷åñêèìè, åñëè ∃f : X

f
−→ Y ,ïðè÷�åì f ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ, ò.å. ρX(x, y) = ρY (f(x), f(y)), è ∃f−1 : Y

f−1

−−−→ X.4



Óòâåðæäåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ i0 è ïðîøëàÿ èçîòðîïíàÿ J− áåñêî-íå÷íîñòè ñîäåðæàòñÿ â J−(J+) è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ âáóäóùåì ãîðèçîíòå ñîáûòèé H+.Óòâåðæäåíèå 2.H+ åñòü íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòü. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî �àê-òà, ÷òî ãîðèçîíò ñîáûòèé îáðàçîâàí ïîâåðõíîñòÿìè ñâåòîâûõ êîíóñîâ.Óòâåðæäåíèå 3. Èíòåðâàë ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìèH+ íå ÿâëÿåòñÿâðåìåíèïîäîáíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, òî÷êè ãîðèçîíòà A è B ìîãóò áûòü ñîåäè-íåíû âðåìåíèïîäîáíîé êðèâîé, ò.å., íàïðèìåð, A ∈ J−(B). Ïî îïðåäåëå-íèþ áóäóùåãî ãîðèçîíòà ñîáûòèé, â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè A ñóùåñòâó-åò òî÷êà A′ : A′ /∈ J−(J+), à â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè B ñóùåñòâóåòòî÷êà B′ : B′ ∈ J−(J+). Âðåìåíèïîäîáíàÿ êðèâàÿ AB ìîæåò áûòü äå�îð-ìèðîâàíà â áëèçêóþ âðåìåíèïîäîáíóþ êðèâóþ A′B′. Íî â ýòîì ñëó÷àå
A′ ∈ J−(B′) ⊂ J−(J+), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó òî÷êè A′. Ïîëó÷åííîåïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. �Óòâåðæäåíèå 4. �åíåðàòîðû2 H+ ìîãóò èìåòü ïðîøëûå êîíå÷íûå òî÷êèâ òîì ñìûñëå, ÷òî ãåíåðàòîð ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí â ïðîøëîå äî êîíå÷íîéòî÷êè, íå ëåæàøåé íà H+.Óòâåðæäåíèå 5 (òåîðåìà Ïåíðîóçà, Penrose). �åíåðàòîðûH+ íå èìå-åþò áóäóùèõ êîíå÷íûõ òî÷åê.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì äëÿ ýòîãî ïðè÷èííîå ïðîøëîå J−(S) íåêî-òîðîãî ìíîæåñòâà S. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2, ïîâåðõíîñòü N = J̇−(S)ÿâëÿåòñÿ íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Âûáåðåì òî÷êó p :

p ∈ N \ S. (17)Ïîñòðîèì ñ�åðó Ω ñ öåíòðîì â òî÷êå p, èìåþùóþ êîíå÷íûé ðàäèóñ, äîñòà-òî÷íî ìàëûé äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà íå ïåðåñåêàëà S. Âûáåðåì òî÷êè ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè {pn} òàê, ÷òî
∀n pn ∈ Ω ∩ (J−(S) \ N ), (18)

lim
n→+∞

pn = p. (19)�àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ âðåìåíèïîäîáíûõ êðèâûõ γi, ïðîõîäÿùèõ ÷å-ðåç òî÷êè pj . Îíè ïåðåñåêàþò ñ�åðó Ω â òî÷êàõ qi. Ìíîæåñòâî {qi} èìååòïðåäåëüíóþ òî÷êó q, ëåæàùóþ íà N . Ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ γ, ñîåäèíÿþùàÿòî÷êè p è q, íå ìîæåò áûòü ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîé, ò.ê. ÿâëÿåòñÿ ïðåäå-ëîì âðåìåíèïîäîáíûõ êðèâûõ. Îäíàêî óòâåðæäåíèå 3 çàïðåùàåò åé áûòü èâðåìåíèïîäîáíîé. Çíà÷èò, êðèâàÿ γ èçîòðîïíà.Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, çàìåíîé p íà q, ñòðîèòñÿ òî÷êà r ∈ N è èçî-òðîïíàÿ êðèâàÿ δ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè q è r è òàêæå ÿâëÿþùàÿñÿ îòðåçêîìíåêîòîðîãî ãåíåðàòîðà N . Åñëè îòðåçêè γ è δ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòðåç-êè ðàçíûõ ãåíåðàòîðîâ, òî òî÷êè p è r ìîæíî ñîåäèíèòü âðåìåíèïîäîáíîé2�åíåðàòîðîì íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòè N íàçûâàåòñÿ ëåæàùàÿ â N èçîòðîïíàÿ ãåîäå-çè÷åñêàÿ xµ(λ) ñ à��èííûì ïàðàìåòðîì λ, êàñàòåëüíûé âåêòîð dxµ/dλ êîòîðîé íîðìà-ëåí ïîâåðõíîñòè N . 5



êðèâîé, ïîëó÷åííîé äå�îðìàöèåé êðèâîé (γ + δ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåð-æäåíèþ 3. �Èç óòâåðæäåíèé 4 è 5 ñëåäóåò, ÷òî èçîòðîïíûå ãåîäåçè÷åñêèå ìîãóò âõî-äèòü â H+, íî íå ìîãóò åãî ïîêèäàòü.Óòâåðæäåíèå 6 (òåîðåìà Õîêèíãà, Hawking). �îðèçîíò ñîáûòèé ñòà-öèîíàðíîãî3 àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ãî-ðèçîíòîì Êèëëèíãà4.Ïðèâîäèì ýòó òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.3 Äèàãðàììû Êàðòåðà�Ïåíðîóçà�àññìîòðèì íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ è ïðîèçâåä�åì åãî êîí�îðìíóþêîìïàêòè�èêàöèþ òàê, ÷òîáû áûëè óäîâëåòâîðåíû ñ�îðìóëèðîâàííûå íè-æå óñëîâèÿ. Ïóñòü ìåòðèêà ïðè ýòîì ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ds2 → ds̃2 = Λ2(r, t) ds2, (20)ïðè÷�åì äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ òî÷åê èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Λ 6= 0.Âûáåðåì �óíêöèþ Λ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå áåñêîíå÷íî óäàë�åííûå òî÷êèâ ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñîîòâåòñòâîâàëè êîíå÷íûì çíà÷å-íèÿì à��èííîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ ýòîãî ñëåäóþùåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîá-õîäèìûì:

Λ(r, t) → 0 (21)ïðè |r| → ∞ è/èëè |t| → ∞. Êîìïàêòè�èêàöèþ ïðîèçâåä�åì, âêëþ÷èâ âïðåîáðàçîâàííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ Λ = 0, ò.å. áåñêî-íå÷íî óäàë�åííûå. Çàìåòèì, ÷òî ò.ê. ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ êîì�îðìíûì,îíî ñîõðàíÿåò ïðè÷èííóþ ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.Ñ ïîìîùüþ ïðèâåä�åííûõ íèæå ïðèìåðîâ äàäèì ïîíÿòèå î äèàãðàììàõÊàðòåðà�Ïåíðîóçà (Carter�Penrose).Ïðèìåð 1. Ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ìèí-êîâñêîãî èìååò ìåòðèêó
ds2 = −dt2 + dr2 + r2dΩ2. (22)Ïðåäúÿâèì �óíêöèþ Λ(r, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óêàçàííûì âûøå òðåáîâà-íèÿì. Äëÿ ýòîãî ââåä�åì êîîðäèíàòû

u = t − r, v = t + r. (23)Â íèõ ìåòðèêà (22) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ds2 = −du dv +

(u − v)2

4
dΩ2. (24)Ïóñòü òåïåðü

u = tg Ũ , v = tg Ṽ , (25)3Ñì. îïðåäåëåíèå 6 íà ñ. 94Òåîðåìà íå óòâåðæäàåò, ÷òî ýòî ãîðèçîíò Êèëëèíãà äëÿ âåêòîðà ∂/∂t.6



ãäå {Ũ , Ṽ } ⊂ (−π/2, π/2) è Ṽ > Ũ , ïîñêîëüêó r > 0. Â íîâûõ êîîðäèíàòàõìåòðèêà èìååò âèä
ds2 =

(

2 cos Ũ cos Ṽ
)−2 (

−4dŨ dṼ + sin2
(

Ṽ − Ũ
)

dΩ2
)

. (26)Òîãäà ìîæíî âûáðàòü
Λ = 2 cos Ũ cos Ṽ . (27)Ìåòðèêà êîí�îðìíî êîìïàêòè�èöèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè âûãëÿ-äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ds̃2 = Λ2ds2 = −4dŨ dṼ + sin2
(

Ṽ − Ũ
)

dΩ2. (28)Êëàññè�èöèðóåì áåñêîíå÷íî óäàë�åííûå òî÷êè (Λ = 0):
• Ũ = −π/2, Ṽ = π/2 � ïðîñòðàíñòâåííàÿ áåñêîíå÷íîñòü i0;
• Ũ = ±π/2, Ṽ = ±π/2 � ïðîøëàÿ è áóäóùàÿ âðåìåíí�ûå áåñêîíå÷íîñòè

i±;
• Ũ = −π/2, |Ṽ | 6= π/2 � ïðîøåäøàÿ èçîòðîïíàÿ áåñêîíå÷íîñòü J−;
• |Ũ | 6= π/2, Ṽ = π/2 � áóäóùàÿ èçîòðîïíàÿ áåñêîíå÷íîñòü J+.

i+

i0

i−

J+

J−

r = 0

Ũ
Ṽ

�àäèàëüíàÿ èçîòðîïíàÿãåîäåçè÷åñêàÿ

Âðåìåíèïîäîáíàÿãåîäåçè÷åñêàÿ

�èñ. 1: Äèàãðàììà Ïåíðîóçà ïðîñòðàíñòâà ÌèíêîâñêîãîÍà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà äèàãðàììà Ïåíðîóçà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Ìèí-êîâñêîãî. Êàæäàÿ å�å òî÷êà ÿâëÿåòñÿ 2-ñ�åðîé. �àäèàëüíûå èçîòðîïíûå ãåî-äåçè÷åñêèå èäóò ïîä óãëîì 45◦ èç J− äî r = 0 è çàòåì ê J+, êàê ïîêàçàíîíà ðèñóíêå.Ïðèìåð 2. Ïðîñòðàíñòâî Êðóñêàëà. �àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ,ìåòðèêà êîòîðîãî çàäà�åòñÿ âûðàæåíèåì
ds2 = −

(

1 − 2M

r

)

du dv + r2dΩ2, (29)7



ãäå
dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dϕ2 (30)� ìåòðèêà íà åäèíè÷íîé 2-ñ�åðå. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ìåòðèêàîòâå÷àåò ðåøåíèþ Øâàðöøèëüäà â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ââåä�åìíîâûå êîîðäèíàòû ïî �îðìóëå (25). Â íèõ

ds2 =
(

2 cos Ũ cos Ṽ
)−2

·

·
(

−4

(

1 − 2M

r

)

dŨ dṼ + 4r2 cos2 Ũ cos2 Ṽ dΩ2

)

. (31)Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå
r∗ =

v − u

2
=

sin
(

Ṽ − Ũ
)

2 cos Ũ cos Ṽ
, (32)çàïèøåì ïðåîáðàçîâàííóþ ìåòðèêó:

ds̃2 = Λ2ds2 = −4

(

1 − 2M

r

)

dŨ dṼ +
( r

r∗

)2

sin2
(

Ṽ − Ũ
)

dΩ2, (33)ãäå Λ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (27).
i+

i−

i0

J+

J−

I

II

III

IV
r = 2M

r = const < 2M

r = const > 2MÑèíãóëÿðíîñòü ïðè r = 0�èñ. 2: Äèàãðàììà Ïåíðîóçà ïðîñòðàíñòâà ÊðóñêàëàÄèàãðàììà Ïåíðîóçà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Êðóñêàëà èçîáðàæåíà íàðèñ. 2. Òîëñòûå øòðèõîâûå ëèíèè èçîáðàæàþò íåóñòðàíèìóþ ñèíãóëÿð-íîñòü ïðè r = 0. Ýòà äèàãðàììà áóäåò ðàññìîòðåíà ïîäðîáåå â ðàçäåëå,ïîñâÿù�åííîì Øâàðöøèëüäîâñêîé ÷�åðíîé äûðå.4 Íåêîòîðûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÝéíøòåéíàÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ íåêîòîðûìè ñòàöèîíàðíûìè ÷�åðíûìèäûðàìè, âîçíèêàþùèìè â òåîðèè Ýéíøòåéíà, à èìåííî, ðåøåíèÿìèØâàðö-øèëüäà, �åéññíåðà�Íîðäñòð�åìà, Êåððà. Ìû íå áóäåì çäåñü ðàññìàòðèâàòüðåøåíèå Êåððà�Íüþìåíà. Òàêæå ìû êðàòêî ðàññìîòðèì äèëàòîííóþ íåâðà-ùàþùóþñÿ ÷�åðíóþ äûðó, ïîÿâëÿþùóþñÿ â òåîðèè ñòðóí.8



4.1 �åøåíèå ØâàðöøèëüäàÎïðåäåëåíèå 6. Àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íàçûâàåò-ñÿ ñòàöèîíàðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå Êèëëèíãà, ÿâëÿþùååñÿâðåìåíèïîäîáíûì âáëèçè ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè i0, ò.å. åñëè îíîìîæåò áûòü íîðìèðîâàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî k2 = −1 âáëèçè i0.Îïðåäåëåíèå 7. Ñòàöèîíàðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íàçûâàåòñÿ ñòàòè-÷åñêèì, åñëè îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè.Ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå âàêóóìíûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíàäëÿ ñòàòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåìØâàðöøèëü-äà (S
hwarzs
hild). Ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ds2 = −

(

1 − 2M

r

)

dt2 +

(

1 − 2M

r

)−1

dr2 + r2dΩ2. (34)Çäåñü ïàðàìåòð M îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìàññîé ÷�åðíîé äûðû,
dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dϕ2 (35)� ìåòðèêà íà åäèíè÷íîé 2-ñ�åðå, è ìû èñïîëüçóåì åñòåñòâåííóþ ñèñòåìóåäèíèö:

G = 1, c = 1. (36)Âûâîä ðåøåíèÿ Øâàðöøèëüäà ìîæíî íàéòè â [4, 10℄. Ñîãëàñíî òåîðåìåÈçðàýëÿ (Israel), ïðåäúÿâëåííàÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíè-åì, óäîâëåòâîðÿþùèì ïðèâåä�åííûì óñëîâèÿì.Ïðåäñòàâëåííàÿ âûðàæåíèåì (34) ìåòðèêà îêàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé ïðè
r = 0 è r = 2M . Îäíàêî ñèíãóëÿðíîñòü ïðè r = 2M ÿâëÿåòñÿ êîîðäè-íàòíîé. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, çàïèøåì ìåòðèêó â êîîðäèíàòàõ Êðóñêàëà�Çåêåðåñà (Kruskal�Szekeres). �àññìîòðèì ðàäèàëüíóþ èçîòðîïíóþ ãåîäåçè-÷åñêóþ, äëÿ êîòîðîé (34) çàïèøåòñÿ â âèäå:

0 = −
(

1 − 2M

r

)

dt2 +

(

1 − 2M

r

)−1

dr2. (37)Îòñþäà íàõîäèì:
dt2 =

dr2

(1 − 2M/r)2
≡ (dr∗)2, (38)ãäå

r∗ = r + 2M ln

∣

∣

∣

∣

r − 2M

2M

∣

∣

∣

∣

(39)� ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà �èããè�Óèëåðà (Regge�Wheeler). Ââåä�åì ñëåäóþ-ùèå êîîðäèíàòû, íàçûâàåìûå êîîðäèíàòàìè Ýääèíãòîíà�Ôèíêåëüøòåéíà(Eddington�Finkelstein):
v = t + r∗, (40)
u = t − r∗. (41)Îòìåòèì, ÷òî íà ðàäèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ v = const èëè u = const. Çàïè-øåì (34) â ýòèõ êîîðäèíàòàõ:

ds2 = −
(

1 − 2M

r

)

du dv + r2dΩ2. (42)9



Òåïåðü îïðåäåëèì êîîðäèíàòû Êðóñêàëà�Çåêåðåñà:
U = −e−u/4M , (43)

V = ev/4M . (44)Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:
ds2 = −32M3

r
e−r/2MdU dV + r2dΩ2. (45)ïðè÷�åì

UV = −
(

r − 2M

2M

)

er/2M . (46)Ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà èìååò îñîáåííîñòü íà r = 2M , îäíàêî (45) îñòà-�åòñÿ íåñèíãóëÿðíîé ïðè âñåõ r > 0. Ò.î., â êîîðäèíàòàõ Êðóñêàëà ìåòðèêàØâàðöøèëüäà ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà íà âñå r > 0.Â ðàçäåëå 3 ìû èññåëåäîâàëè ïðè÷èííóþ ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà-âðå-ìåíè ñ ìåòðèêîé (42), íå âäàâàÿñü â åãî �èçè÷åñêóþ ïðèðîäó. Òåïåðü ìûìîæåì çàÿâëÿòü, ÷òî íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíà äèàãðàììà Ïåíðîóçà Øâàðö-øèëüäîâñêîé ÷�åðíîé äûðû. Îíà ñîäåðæèò äâå àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêèå îá-ëàñòè I è IV, ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííûì îáðàçîì. Âåùåñòâî,ïåðåñåêàþùåå áóäóùèé ãîðèçîíò ñîáûòèé íà ãðàíèöå îáëàñòåé I è II, íåìè-íóåìî ïîïàäàåò íà ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíóþ öåíòðàëüíóþ ñèíãóëÿðíîñòü.Âåòâü ñèíãóëÿðíîñòè ïðè r = 0 â îáëàñòè III îòðàæàåò �àêò îáðàòèìî-ñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà âî âðåìåíè è ñîîòâåòñòâóåò áåëîé äûðå. Îäíàêîáåëûå äûðû ñ÷èòàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè [5℄.Îïðåäåëåíèå 8. Íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòü N íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòîì Êèë-ëèíãà âåêòîðà Êèëëèíãà ξ, åñëè íà íåé âåêòîð ξ íîðìàëåí N .Ïóñòü l � íîðìàëü íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòè N . Ò.ê. l2 = 0, âåêòîð l òàêæåÿâëÿåòñÿ è êàñàòåëüíûì ê N , è
lµ =

dxµ

dλ
(47)äëÿ íåêîòîðîé êðèâîé xµ(λ) ∈ N . Ïî ñâîéñòâàì íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòåé [1,ñ. 28℄, ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé, ò.å.

l · Dlµ = 0 (48)äëÿ à��èííîé ïàðàìåòðèçàöèè. Åñëè âåêòîð Êèëëèíãà ξ òàêæå íîðìàëåí
N , òî

ξ = fl, (49)ãäå f � íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ñ ó÷�åòîì (48)
ξ · Dξµ = κξµ (50)íà N , ãäå âåëè÷èíà
κ = ξ · ln |f | (51)
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íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíîé ãðàâèòàöèåé. Ìîæíî ïîêàçàòü [1℄, ÷òî íà áè-�óðêàöèîííîì ãîðèçîíòå Êèëëèíãà5 ñîõðàíÿåòñÿ κ2.Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ãðàâèòàöèè Øâàðöøèëüäîâñ-êîé ÷�åðíîé äûðû. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì âåêòîð ñäâèãà âî âðåìåíè k = ∂/∂t,ÿâëÿþùèéñÿ âåêòîðîì Êèëëèíãà äëÿ ìåòðèêè (34), â êîîðäèíàòàõ Êðóñêà-ëà. �àññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå t → t + c. Ïðè ýòîì
U → e−c/4MU, V → ec/4MV. (52)�àññêëàäûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ðÿä äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî c,ïîëó÷àåì:
δU = − c

4M
U, δV =

c

4M
V. (53)Ò.ê. âåêòîð Êèëëèíãà îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ,ìîæíî âûáðàòü

k =
1

4M

(

V
∂

∂V
− U

∂

∂U

)

. (54)�èïåðïîâåðõíîñòü N : r = 2M â êîîðäèíàòàõ Êðóñêàëà ñîîòâåòñòâóåò U = 0èëè V = 0, ïîýòîìó âåêòîð k îïðåäåëÿåòñÿ íà íåé íåîäíîçíà÷íî. �àññìîòðèìîäíó å�å âåòâü NU : U = 0. Íà íåé
k =

1

4M
V

∂

∂V
= fl, (55)ãäå l = ∂/∂V . Äîêàæåì, ÷òî êðèâàÿ xµ(λ), äëÿ êîòîðîé

lµ =
dxµ

dλ
, (56)ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ãèïåðïîâåðõíîñòè NU . Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì íîðìàëüñåìåéñòâà ãèïåðïîâåðõíîñòåé U = const:

n = f̃ gµν∂νU ∂µ = −f̃
r

16M3
er/2M ∂

∂V
, (57)ò.î., âåêòîð l ∝ n ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ãèïåðïîâåðõíîñòè U = const. Ò.ê.

n2 ∝ l2 = gµν lµlν = gV V = 0, (58)òî êàæäàÿ ïîâåðõíîñòü ñåìåéñòâà U = const ÿâëÿåòñÿ íóëü-ãèïåðïîâåðõ-íîñòüþ. Êàê èçâåñòíî [1, ñ. 28℄,
n · Dnµ =

d ln f̃

dλ
nµ +

1

2
n2,µ − n2∂µ ln f̃ , (59)ãäå n � íîðìàëü ê ãèïåðïîâåðõíîñòè, îïðåäåë�åííàÿ âûøå. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà

l è ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñþäó l2 = 0, l2,µ = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî íàäëåæàùèì âûáî-ðîì f̃ , à èìåííî, f̃ = 1 ìîæíî äîáèòüñÿ à��èííîé ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé
xµ(λ). Ò.î., äîêàçàíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ãèïåðïîâåðõíîñòè NU .5Ñìûñë ýòîãî ïîíÿòèÿ ñëåäóþùèé. Ò.ê. ξ íîðìàëåí N , ëåæàùàÿ â N èíòåãðàëüíàÿêðèâàÿ ξ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ãåíåðàòîðà ýòîé íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîïðè κ 6= 0 ýòà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ñîâïàäàåò ëèøü ñ ÷àñòüþ ãåíåðàòîðà, íî íå ïîêðû-âàåò åãî âåñü. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò áè�óðêàöèîííàÿ 2-ñ�åðà (U = V = 0 â êîîðäèíàòàõÊðóñêàëà), íà êîòîðîé ñõîäÿòñÿ äâå âåòâè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ äëÿ ξ. Â ñëó÷àå âûðîæ-äåííîãî ãîðèçîíòà (κ = 0) áè�óðêàöèîííàÿ ñ�åðà íå âîçíèêàåò, è èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿäëÿ ξ ïîëíîñòüþ ïîêðûâàåò ãåíåðàòîð. Ïîäðîáíåå ñì. [1℄.11



Ò.ê. k ∝ l, NU åñòü ãîðèçîíò Êèëëèíãà äëÿ âåêòîðà k. Äîêàçàííîå óòâåð-æäåíèå ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü �îðìóëó (51) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîéãðàâèòàöèè:
κ = k · ∂ ln |f | =

V

4M

∂

∂V
ln

∣

∣

∣

∣

V

4M

∣

∣

∣

∣

=
1

4M
. (60)�åçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ V = 0 ïîëó÷àåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, îäíàêîîòâåò îòëè÷àåòñÿ çíàêîì. Ýòî ìîæåò ñëóæèòü èëëþñòðàöèåé ê ïîíÿòèþáè�óðêàöèîííîãî ãîðèçîíòà Êèëëèíãà.4.2 �åøåíèå �åéññíåðà�Íîðäñòð�åìàÎáîáùåíèåì ðåøåíèÿ Øâàðöøèëüäà íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, çà-ïîëíåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå �åéññíåðà�Íîðä-ñòð¼ìà (Reissner�Nordstr�om). Ìåòðèêà ýòîãî ðåøåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ds2 = −
(

1 − 2M

r
+

Q2

r2

)

dt2 +

(

1 − 2M

r
+

Q2

r2

)−1

dr2 + r2dΩ2, (61)ãäå ïàðàìåòðû M è Q îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ìàññîé è ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì÷�åðíîé äûðû ñîîòâåòñòâåííî, à dΩ2, êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷àåò ìåòðèêó íàåäèíè÷íîé 2-ñ�åðå. Îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ïåðåïèñàòü (61) â âèäå
ds2 = −∆

r2
dt2 +

r2

∆
dr2 + r2dΩ2, (62)ãäå

∆ = r2 − 2Mr + Q2 = (r − r+)(r − r−), (63)à r± åñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ∆ = 0:
r± = M ±

√

M2 − Q2. (64)Çíàê âåëè÷èíû ïîä êîðíåì ýòîãî âûðàæåíèÿ îïðåäåëÿåò òðè ïðèíöèïèàëü-íî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ. �àññìîòðèì èõ ïî îòäåëüíîñòè.4.2.1 M < |Q|, ¾ãîëàÿ¿ ñèíãóëÿðíîñòüÏðè M < |Q| óðàâíåíèå ∆ = 0 íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, è íåóñòðà-íèìàÿ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè r = 0 îêàçûâàåòñÿ îòêðûòîé. Âîçìîæíîñòü âîç-íèêíîâåíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà îáúåêòîâ â ðåçóëüòàòå ãðàâèòàöèîííîãî êîë-ëàïñà çàïðåùàåòñÿ ïîñòóëàòîì î êîñìè÷åñêîé öåíçóðå (
osmi
 
ensorship
onje
ture).Óòâåðæäåíèå 7 (ïîñòóëàò î êîñìè÷åñêîé öåíçóðå). ¾�îëûå¿ ñèíãó-ëÿðíîñòè íå ìîãóò �îðìèðîâàòüñÿ â ðåçóëüòàòå ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñàâ àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåñèí-ãóëÿðíûì íà íåêîòîðîé íà÷àëüíîé ÷àñòè÷íîé ïîâåðõíîñòè Êîøè.Ïîä ¾ãîëîé¿ ñèíãóëÿðíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ íåóñòðàíèìàÿ ñèíãóëÿðíîñòü,íå îêðóæ�åííàÿ ãîðèçîíòîì ñîáûòèé. �èïîòåçà î êîñìè÷åñêîé öåíçóðå íåäîêàçàíà è ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèåì.Êðîìå ïðîòèâîðå÷èÿ ïîñòóëàòó î êîñìè÷åñêîé öåíçóðå, â ñëó÷àåM < |Q|êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå ïðåîáëàäàåò íàä ãðàâèòàöèîííûì ïðèòÿæåíè-åì, è îáúåêò îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. �åçþìèðóÿ, îõàðàêòåðèçóåì ýòîòêëàññ ðåøåíèé êàê �èçè÷åñêè íåâîçìîæíûé.12



4.2.2 M > |Q|Â ýòîì ñëó÷àå ïðè r = r± ìåòðèêà (61) ñèíãóëÿðíà, îäíàêî ýòî ëèøü êîîðäè-íàòíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü, ÷òî ìîæåò áûòü ïîêàçàíî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòîáûëî ñäåëàíî äëÿ Øâàðöøèëüäîâñêîé äûðû (ñ. 9). Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäå-ëèì ðàäèàëüíóþ êîîðäèíàòó òèïà �èããè�Óèëåðà:
dr∗ =

dr

1 − 2M
r + Q2

r2

, (65)îòêóäà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî)
r∗ = r +

1

2κ+
ln

|r − r+|
r+

+
1

2κ−
ln

|r − r−|
r−

, (66)ãäå ìû îáîçíà÷èëè
κ± =

r± − r∓
2r2

±

. (67)Êàê è ðàíåå, îïðåäåëèì êîîðäèíàòû Ýääèíãòîíà�Ôèíêåëüøòåéíà ïî �îð-ìóëàì (40), (41). Íàïðèìåð, âî âõîäÿùèõ êîîðäèíàòàõ Ýääèíãòîíà�Ôèí-êåëüøòåéíà ìåòðèêà �åéññíåðà�Íîðäñòð�åìà (61) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:
ds2 = −∆

r2
dv2 + 2dv dr + r2dΩ2. (68)Îíà íåñèíãóëÿðíà âñþäó ïðè r > 0. Ò.î., ñèíãóëÿðíîñòü (61) ïðè r = r±åñòü ëèøü îñîáåííîñòü âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè N± ãèïåðïîâåðõíîñòè r = r±. �àññìàòðèâàÿ íîð-ìàëü ê ãèïåðïîâåðõíîñòè r = const è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â (61) grr èñ÷åçàåò íà

r = r±, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî N± åñòü íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòè.Óòâåðæäåíèå 8. Íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòè N± ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàìè Êèë-ëèíãà äëÿ âåêòîðà k = ∂/∂v ñ ïîâåðõíîñòíûìè ãðàâèòàöèÿìè κ±.Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íå ñîäåðæèòíè÷åãî ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî è â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïîâòîðÿåò âûâîä âûðà-æåíèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ãðàâèòàöèè Øâàðöøèëüäîâñêîé äûðû, ïîýòîìóïðèâåä�åì çäåñü ëèøü ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà.Âåêòîð k = ∂/∂v ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì Êèëëèíãà, ò.ê. ìåòðèêà (68) íå çàâè-ñèò îò v. Âåêòîð k ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó ∂/∂t â êîîðäèíàòàõØâàðöøèëüäà.Íàõîäèì íîðìàëè íà N±:
l± = f±

∂

∂v
, (69)ãäå ñêàëÿðíûå �óíêöèè f± âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî l± · Dlµ± = 0. Ïðÿìûìâû÷èñëåíèåì óáåæäàåìñÿ, ÷òî

k · Dkµ = κ±kµ. (70)Ò.ê. k íîðìèðîâàí íàäëåæàùèì îáðàçîì (k2 → −1 âáëèçè i0), âåëè÷èíû κ±îïðåäåëÿþò ïîâåðõíîñòíóþ ãðàâèòàöèþ. �Êàæäûé ãîðèçîíò Êèëëèíãà N± áóäåò èìåòü áè�óðêàöèîííóþ ñ�åðó,íà êîòîðîé ïîâåðõíîñòíûå ãðàâèòàöèè áóäóò ìåíÿòü çíàê, êàê ýòî áûëî äëÿØâàðöøèëüäîâñêîãî ðåøåíèÿ. 13



Ââåä�åì òåïåðü êîîðäèíàòû òèïà Êðóñêàëà�Çåêåðåñà, ÷òî ïîçâîëèò ïî-ñòðîèòü äèàãðàììó Ïåíðîóçà äëÿ çàðÿæåííîé ÷�åðíîé äûðû:
U± = −e−κ±u, V ± = eκ±v. (71)Ïîäñòàâèì (71) â âûðàæåíèå äëÿ ìåòðèêè, àíàëîãè÷íîå (42). Äëÿ ãîðèçîíòà

r = r+ (61) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
ds2 = −r+r−

κ2
+

e−2κ+r

r2

(

r−
r − r−

)κ+/κ−−1

dU+dV + + r2dΩ2, (72)ãäå
U+V + = −e2κ+r r − r+

r+

(

r − r−
r−

)κ+/κ−

. (73)Äëÿ ãîðèçîíòà r = r−

ds2 = −r+r−
κ2
−

e−2κ−r

r2

(

r+

r − r+

)κ−/κ+−1

dU−dV − + r2dΩ2, (74)ãäå
U−V − = −e−2κ−r r− − r

r−

(

r+ − r

r+

)κ−/κ+

. (75)Ìåòðèêà (72) ïîçâîëÿåò ¾ïðîíèêíóòü¿ ñêâîçü ãîðèçîíò r = r+, íî îñòà-�åòñÿ ñèíãóëÿðíîé íà r = r−. Òåì íå ìåíåå ìåòðèêà (74) íåñèíãóëÿðíà íàíèæíåì ãîðèçîíòå. Ò.î., âîçìîæíî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìåòðèêè�åéññíåðà�Íîðäñòð�åìà (61) íà âñþ îáëàñòü r > 0. Çàìåòèì, ÷òî öåíòðàëüíàÿñèíãóëÿðíîñòü â êîîðäèíàòàõ (71) ñ èíäåêñîì ¾−¿ ÿâëÿåòñÿ âðåìåíèïîäîá-íîé. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ïîêðûâàåìûå ¾+¿- è ¾−¿-êîîðäèíàòàìè, ñøèâàþòñÿâ îáëàñòè r− < r < r+. Ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñòðîèòü äèàãðàììó Ïå-íðîóçà çàðÿæåííîé ÷�åðíîé äûðû, èçîáðàæ�åííóþ íà ðèñ. 3. Çàìåòèì, ÷òîâ ñèëó ñèììåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ïîêðûâàåìîãî ¾−¿-êîîðäèíàòàìè, îò-íîñèòåëüíî èíâåðñèè âðåìåíè, äèàãðàììà íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåòñÿ âîâðåìåíè â îáå ñòîðîíû.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå îáëàñòü II äèàãðàììû Ïåíðîóçà. Ââåä�åì â íåéâõîäÿùèå êîîðäèíàòû Ýääèíãòîíà�Ôèíêåëüøòåéíà (v, r, θ, ϕ) è ðàññìîòðèìòðàåêòîðèþ, íà êîòîðîé �èêñèðîâàíû âñå êîîðäèíàòû, êðîìå v. Ñ ïîìîùüþ(68) óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòà òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîéêðèâîé. Âûðàæàÿ ds è èíòåãðèðóÿ ïî v â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, íàõîäèì,÷òî äëèíà âûäåëåííîé êðèâîé áåñêîíå÷íà. Ò.î., ïîä ãîðèçîíòîì r = r+ ñó-ùåñòâóåò íåêàÿ âíóòðåííÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ áåñêîíå÷íîñòü.4.2.3 M = |Q|, ýêñòðåìàëüíîå ðåøåíèåÏðè M = |Q| ìåòðèêà 61 ïðèíèìàåò âèä
ds2 = −

(

1 − M

r

)2

dt2 +

(

1 − M

r

)−2

dr2 + r2dΩ2. (76)Ââåä�åì ðàäèàëüíóþ êîîðäèíàòó �èããè�Óèëåðà òàê, ÷òî
dr∗ =

dr

1 − M/r
, (77)14
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�èñ. 3: Äèàãðàììà Ïåíðîóçà ðåøåíèÿ �åéññíåðà�Íîðäñòð�åìà ïðè M > |Q|âî âõîäÿùèõ êîîðäèíàòàõ Ýääèíãòîíà�Ôèíêåëüøòåéíà ìåòðèêà çàïèøåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:
ds2 = −

(

1 − M

r

)2

dv2 + 2dv dr + r2dΩ2, (78)ò.î. ñèíãóëÿðíîñòü (76) ïðè r = M ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé.�àññìàòðèâàÿ ýêòðåìàëüíîå ðåøåíèå êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ
M > |Q|, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü r = M ÿâëÿåòñÿ âû-ðîæäåííûì ãîðèçîíòîì Êèëëèíãà âåêòîðà ∂/∂v. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâîýòîãî �àêòà äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 8 â ïîäñòà-íîâêå M = |Q|. Ëåãêî ïîñòðîèòü äèàãðàììó Ïåíðîóçà ýòîãî ðåøåíèÿ êàêïðåäåëüíûé ñëó÷àé äèàãðàììû, èçîáðàæ�åííîé íà ðèñ. 3. Îíà ïðèâåäåíà íàðèñ. 4.Â ñëó÷àå òî÷íîãî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ M = |Q| âîçìîæíî ðåøåíèå,ñîäåðæàùåå íåñêîëüêî ÷�åðíûõ äûð (ïîäðîáíåå ñì. [1℄). Çàìåòèì, ÷òî ýòîåäèíñòâåííîå ñòàòè÷åñêîå ðåøåíèå, äîïóñêàþùåå ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëü-êèõ ÷�åðíûõ äûð. 15
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�èñ. 4: Äèàãðàììà Ïåíðîóçà ýêñòðåìàëüíîãî ðåøåíèÿ �åéññíåðà�Íîðäñòð�åìà4.3 Äèëàòîííàÿ ÷�åðíàÿ äûðàÂ ýòîì ðàçäåëå ìû êðàòêî ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà çàðÿæåííûõ÷�åðíûõ äûð â òåîðèè ñòðóí. Ïîäðîáíóþ èí�îðìàöèþ ìîæíî íàéòè â [8℄.Òåîðèÿ ñòðóí âíîñèò ïîïðàâêè ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáà â ðåøåíèåØâàðö-øèëüäà. Ò.î., âñþäó, êðîìå îáëàñòè öåíòðàëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè, êëàññè÷å-ñêîå ðåøåíèå îñòà�åòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ñòàòè÷åñêîé íåçàðÿæåííîé÷�åðíîé äûðû áîëüøîé (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëàíêîâñêîé) ìàññû. Ïî-äðóãîìóîáñòîèò äåëî ñ çàðÿæåííîé äûðîé, ïîñêîëüêó òåîðèÿ ñòðóí ïðåäñêàçûâàåòïîÿâëåíèå äèëàòîíà äëÿ ëþáîãî òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Fµν , íåðàâíîãî òîæäåñòâåííî íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå �åéññíåðà�Íîðäñòð�åìà,ðàññìîòðåííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íå ÿâëÿåòñÿ äàæå ïðèáëèæåíèåì [7℄.Èñêîìîå ðåøåíèå äëÿ ñòàòè÷åñêîé çàðÿæåííîé ÷�åðíîé äûðû ïîëó÷àåòñÿèç ðàññìîòðåíèÿ äåéñòâèÿ âèäà
S =

∫

d4x
√−g

(

−R + 2(∇ϕ)2 + e−2ϕF 2
)

, (79)ãäå g = det gµν , R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, Fµν � òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ, à ϕ � ñêàëÿðíîå ïîëå äèëàòîíà. Â íàèáîëåå îáùåì âèäå ìåòðèêàðåøåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ds2 = −λ2dt2 + λ−2dr2 + R2dΩ2, (80)ãäå λ = λ(r), R = R(r) � íåêîòîðûå �óíêöèè, à dΩ2 � ìåòðèêà íà åäèíè÷-íîé 2-ñ�åðå. Ìîæåò áûòü íàéäåí êîíêðåòíûé âèä �óíêöèé λ è R [7℄; ïðè16



èõ ïîäñòàíîâêå (80) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ds2 = −

(

1 − 2M

r

)

dt2 +

(

1 − 2M

r

)−1

dr2 + r

(

r − Q2e2ϕ0

M

)

dΩ2, (81)ãäå M � ìàññà, Q � ìàãíèòíûé çàðÿä, à ϕ0 � àñèìïòîòè÷åñêàÿ âåëè÷èíàäèëàòîíà.Çàðÿæåííàÿ ÷�åðíàÿ äûðà â òåîðèè ñòðóí îïèñûâàåòñÿ òðåìÿ âåëè÷èíà-ìè: ìàññîé, ìàãíèòíûì çàðÿäîì è äèëàòîííûì çàðÿäîì
D

def
= −Q2e2ϕ0

2M
. (82)Òåì íå ìåíåå, äèëàòîííûé çàðÿä íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì, ò.ê.îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìàññîé è ìàãíèòíûì çàðÿäîì ïðè çàäàííîì ϕ0.Ìàãíèòíûé çàðÿä ìîæåò áûòü çàìåí�åí íà ýëåêòðè÷åñêèé ñ îäíîâðåìåííîéñìåíîé çíàêà äèëàòîííîãî çàðÿäà [7℄. Ñëó÷àé íàëè÷èÿ è ýëåêòðè÷åñêîãî, èìàãíèòíîãî çàðÿäîâ ðàññìàòðèâàòüñÿ çäåñü íå áóäåò.Ìåòðèêà (81) ñèíãóëÿðíà ïðè r = 0, r = r+ = 2M è r = r− = Q2e2ϕ0/M .Çàìåòèì, ÷òî ïðè r = r− ïëîùàäü ñ�åðû r = const, t = const îáðàùàåò-ñÿ â íóëü. Ýòîò �àêò ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíî-íåçàâèñèìûì, ò.å. ïðè r = r−èìååì íåóñòðàíèìóþ ñèíãóëÿðíîñòü. Åñëè r+ > r− ìåòðèêà (81) ïî÷òè íåîòëè÷àåòñÿ îò Øâàðöøèëüäîâñêîé; åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì,÷òî ïëîùàäè ñ�åð r = const, t = const îêàçûâàþòñÿ ìåíüøå, ÷åì â ðåøåíèèØâàðöøèëüäà, íî îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè. Ò.ê. ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ìîæåòèçìåíèòü ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, äèàãðàììà Ïåíðîóçà äëÿ ñëó-÷àÿ r+ > r− ñîâïàäàåò ñ èçîáðàæ�åíîé íà ðèñ. 2 ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òîíåóñòðàíèìîé ñèíãóëÿðíîñòè ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå r = r−. Ïîâåðõíîñò-íàÿ ãðàâèòàöèÿ äëÿ òàêîé ÷�åðíîé äûðû ñîâïàäàåò ñ âûðåæåíèåì, ïîëó÷åí-íûì â ðàçäåëå 4.1.Ïðè r+ < r− íåóñòðàíèìàÿ ñèíãóëÿðíîñòü îêàçûâàåòñÿ íå çàêðûòîé ãî-ðèçîíòîì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà Ïåíðîóçà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5 ñëå-âà. Ýêñòðåìàëüíîå ðåøåíèå r+ = r− ðåàëèçóåòñÿ ïðè

Q2 = 2e−2ϕ0M2. (83)Åãî äèàãðàììà Ïåíðîóçà ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ ïðè
r+ > r− è èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5 ñïðàâà. Â ýòîì ñëó÷àå ãîðèçîíò ñîáûòèéîêàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì.Ìîæíî ïîëó÷èòü òå æå ðåçóëüòàòû, ââîäÿ çàìåíó

r− = r0/ε, (84)
r+ = r0/ε + εb, (85)
r = r0/ε + ερ, (86)
τ = t/ε, (87)è óñòðåìëÿÿ ε → 0, êàê áûëî ñäåëàíî â [9℄. Â ðåçóëüòàòå ìåòðèêà (81) çàïè-øåòñÿ â âèäå

ds2 = −r − b

r0
dτ2 +

(

r − b

r0

)−1

dρ2 + r0ρ dΩ2. (88)17
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�èñ. 5: Äèàãðàììû Ïåíðîóçà äèëàòîííîé ÷�åðíîé äûðûÌîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïàðàìåòð r0 îïðåäåëÿåòñÿ ìàãíèòíûì èëè ýëåêòðè÷å-ñêèì çàðÿäîì ÷�åðíîé äûðû, à b ∝ M .Îòìåòèì, ÷òî â òåîðèè ñòðóí ãèïåðïîâåðõíîñòü r = r± ýêñòðåìàëüíîãîðåøåíèÿ ïåðåñòà�åò áûòü ñèíãóëÿðíîé, è êðèâèçíà âñþäó îêàçûâàåòñÿ êîíå÷-íîé [7℄. Áîëåå òîãî, ýòà ïîâåðõíîñòü ïåðåñòà�åò áûòü ãîðèçîíòîì ñîáûòèé.Â çàêëþ÷åíèå ñðàâíèì ðåøåíèå (81) ñ ðåøåíèåì �åéññíåðà�Íîðäñòð�åìà.Îáà îíè îïèñûâàþò ÷�åðíóþ äûðó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì îòíîøåíèè Q/Mè ¾ãîëóþ¿ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè çàêðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè îòíîøåíèÿ Q/M .Ýêñòðåìàëüíûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ ïî ñâîåé ñòðóêòóðå. Çà-ìåòèì, ÷òî äàæå ïðè ϕ0 = 0 ýêñòðåìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ äèëàòîííîé äûðûðåàëèçóåòñÿ ïðè îòíîøåíèè Q/M â√2 ðàçà áîëüøå, ÷åì êëàññè÷åñêîå ðåøå-íèå, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíûõ ñèë îòòàëêèâàíèÿ, âûçâàííûõäèëàòîííûì ïîëåì [7℄. Îáå ýêñòðåìàëüíûå ìåòðèêè ìîãóò îïèñûâàòü ðåøå-íèÿ, ñîäåðæàùèå íåñêîëüêî ÷�åðíûõ äûð.4.4 �åøåíèå ÊåððàÎïðåäåëåíèå 9. Àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íàçûâàåòñÿîñåñèììåòðè÷íûì, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå Êèëëèíãà m, êîòîðîåÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì âáëèçè i0 è âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûåêîòîðîãî çàìêíóòû.Åñòåñòâåííîé íîðìèðîâêîé äëÿ òàêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ òðåáî-âàíèå m2/r2 → 1 ïðè r → ∞.Óòâåðæäåíèå 9 (òåîðåìà Êàðòåðà��îáèíñîíà, Carter�Robinson).Ëþáîå àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîå ñòàöèîíàðíîå îñåñèììåòðè÷íîå âàêóóìíîåïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, íå ñèíãóëÿðíîå íà ãîðèçîíòå ñîáûòèé è âñþäó âíå íåãî,ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà Êåððà (Kerr).Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü [1, ñ. 77℄, ÷òî òðåáîâàíèå îñåñèììåòðè÷íîñòèÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì.Ìåòðèêà ðåøåíèÿ Êåððà çàäà�åòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:
ds2 = −∆ − a2 sin2 θ

Σ
dt2 − 2a sin2 θ

r2 + a2 − ∆

Σ
dt dϕ +

+

(

r2 + a2
)2 − ∆a2 sin2 θ

Σ
sin2 θ dϕ2 +

Σ

∆
dr2 + Σ dθ2, (89)18



ãäå
Σ = r2 + a2 cos2 θ, (90)

∆ = r2 − 2Mr + a2, (91)
a = J/M, (92)à ïàðàìåòðû M è J îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ìàññîé è óãëîâûì ìîìåíòîì ñîîò-âåòñòâåííî.Õîòÿ, â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ Øâàðöøèëüäà, íå èçâåñòíî íè îäíîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ìàññ, êðîìå Tµν ≡ 0, äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå Êåððà áûëî áûòî÷íûì, îíî ñ÷èòàåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ðåàëüíîãî ìàññèâíîãî âðà-ùàþùåãîñÿ òåëà.Ìåòðèêà Êåððà èìååò êîîðäèíàòíóþ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè θ = 0, θ = π è

∆ = 0. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ �åéññíåðà�Íîðäñòð�åìà:
∆ = (r − r+)(r − r−), (93)ãäå
r± = M ±

√

M2 − a2, (94)è, êàê è ðàíüøå, âîçìîæíû òðè ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ, êîòîðûåìû ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè.4.4.1 M2 < a2, ¾ãîëàÿ¿ ñèíãóëÿðíîñòüÂ ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ∆ = 0 íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Ìåòðèêà(89) èìååò êîîðäèíàòíóþ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè θ = 0 (ñëó÷àé θ = π ïîëíîñòüþàíàëîãè÷åí) è íåóñòðàíèìóþ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè Σ = 0, èëè
r = 0, θ = π/2. (95)Ââåä�åì êîîðäèíàòû Êåððà�Øèëäà (Kerr�S
hild) (t̃, x, y, z):

x + iy = (r + ia) sin θ exp

{

i

∫

(

dϕ +
a

∆
dr

)

}

, (96)
z = r cos θ, (97)

t̃ =

∫
(

dt +
r2 + a2

∆
dr

)

− r. (98)Êîîðäèíàòíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü θ = 0 â íèõ èñ÷åçàåò. Ìîæíî ïîêàçàòü [1, ñ.79�80℄, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòü Σ = 0 â êîîðäèíàòàõÊåððà�Øèëäà ñîîòâåòñòâóåòêîëüöó
x2 + y2 = a2, z = 0. (99)Êðîìå òîãî, ìåòðèêà ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà íà r < 0.Äëÿ ñå÷åíèé θ = 0 è θ = π/2 îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì íàðèñîâàòü ïñåâ-äîäâóìåðíûå äèàãðàììû Ïåíðîóçà, ïîñêîëüêó ãåîäåçè÷åñêèå, êàñàòåëüíûåê ýòèì ïîäìíîãîîáðàçèÿì ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè à��èííîãî ïàðàìåòðàñîõðàíÿþò ýòî ñâîéñòâî íà âñ�åì ñâî�åì ïðîòÿæåíèè. Êàæäàÿ òî÷êà äèàãðàì-ìû θ = π/2 ïðåäñòàâëÿåò îêðóæíîñòü 0 6 ϕ < 2π, êàæäàÿ âõîäÿùàÿ ðà-äèàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîïàäàåò íà ¾ãîëóþ¿ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè r = 0.19



i0

i+

i−

i+

i−

i0

J+

J−

J+

J−

r > 0r < 0

r = 0

Ñèíãóëÿðíîñòüïðè r = 0

θ = π/2 θ = 0

�èñ. 6: Äèàãðàììà Ïåíðîóçà ðåøåíèÿ Êåððà ïðè M2 < a2Äèàãðàììà θ = 0 îïèñûâàåò ãåîäåçè÷åñêèå, èäóùèå âäîëü îñè âðàùåíèÿ;êàæäàÿ èç íèõ ïîïàäàåò â îáëàñòü r < 0.Óæå òîò �àêò, ÷òî ðåøåíèå ïîðîæäàåò ¾ãîëóþ¿ ñèíãóëÿðíîñòü, ãîâîðèòî åãî �èçè÷åñêîé íåñîñòîÿòåëüíîñòè â ñèëó ïîñòóëàòà î êîñìè÷åñêîé öåí-çóðå. Ïðèâåä�åì çäåñü åù�å îäíî ñîîáðàæåíèå. �àññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëåÊèëëèíãà m = ∂/∂ϕ.
m2 = gϕϕ = a2 sin2 θ

(

1 +
r2

a2

)

+
Ma2

r

2 sin4 θ

1 + a2/r2 · cos2 θ
. (100)Ïóñòü r/a = δ è θ = π/2 + δ. Òîãäà

m2 = a2 +
Ma

δ
+ O(δ), δ ≪ 1, (101)ò.å. ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíîì δ âåêòîð m ñòàíî-âèòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì. Îäíàêî èíòåãðàëüíûå êðèâûå âåêòîðíîãî ïîëÿ mçàìêíóòû, ÷òî íàðóæàåò ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè. Áîëåå òîãî, ýòè êðèâûåìîãóò áûòü äå�îðìèðîâàíû òàê, ÷òî áóäóò ïðîõîäèòü ÷åðåç ëþáóþ òî÷êóïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [1, ñ. 82℄.Îêîí÷àòåëüíî, îòáðàñûâàåì ýòîò ñëó÷àé êàê �èçè÷åñêè íåâîçìîæíûé.4.4.2 M2 > a2Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, èìååòñÿ êîëüöåâàÿ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè Σ = 0,íî îíà ñêðûòà ïîä äâóìÿ ãîðèçîíòàìè, îòâå÷àþùèìè óðàâíåíèþ ∆ = 0.Ñèíãóëÿðíîñòü ìåòðèêè (89) ïðè ∆ = 0 ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé, ÷òî ìîæíîïîêàçàòü, çàïèñàâ ìåòðèêó â êîîðäèíàòàõ Êåððà (Kerr) (v, r, θ, χ), ãäå

dv = dt +
r2 − a2

∆
dr, (102)

dχ = dϕ +
a

∆
dr (103)(ñì. [1, ñ. 83℄).Óòâåðæäåíèå 10. �èïåðïîâåðõíîñòè r = r± ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàìè Êèë-ëèíãà âåêòîðîâ Êèëëèíãà

ξ± = k +
a

r2
± + a2

m. (104)20



Ïîâåðõíîñòíàÿ ãðàâèòàöèÿ íà íèõ ðàâíà
κ± =

r± − r∓
2(r2

± + a2)
. (105)Äîêàçàòåëüñòâî âîñïðîèçâîäèò èñïîëüçîâàííóþ ðàíåå ñõåìó, è ïîýòîìó áó-äåò îïóùåíî.

r < 0 r > 0

I

II

III

IV

i+

J+

i0

J−

i−

r > r+

r < r+

H+

H−

�îðèçîíò Êîøèïðè r = r−

Êîëüöåâàÿ ñèíãóëÿðíîñòüïðè r = 0�èñ. 7: Äèàãðàììà Ïåíðîóçà ðåøåíèÿ Êåððà ïðè M2 > a2Ââîäÿ êîîðäèíàòû òèïà Êðóñêàëà�Çåêåðåñà â îêðåñòíîñòè êàæäîãî èçãîðèçîíòîâ, ìîæíî ïîñòðîèòü äèàãðàììû Ïåíðîóçà äëÿ ñå÷åíèé θ = 0 è
θ = π/2 àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ýòî ñäåëàëè äëÿ ðåøåíèÿ �åéññíåðà�Íîðäñòð�åìà. Îáå äèàãðàììû ìîæíî ñêîìáèíèðîâàòü â îäíó, èçîáðàæ�åííóþíà ðèñ. 7, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå, èäóùèå âäîëü îñè ñèììåòðèè,ìèíóþò ñèíãóëÿðíîñòü ïðè r = 0 è ïîïàäàþò â îáëàñòü r < 0, à ðàäèàëüíûåãåîäåçè÷åñêèå, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ, ïîïàäàþò â ñèíãóëÿðíîñòü.Ïðåäñòàâëåííàÿ äèàãðàììà íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåòñÿ âî âðåìåíè â îáåñòîðîíû. 21



Ñîãëàñíî óòðâåæäåíèþ 10, ãîðèçîíò ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòîì Êèë-ëèíãà äëÿ âåêòîðà
ξ = k + ΩH m, (106)ãäå

ΩH =
a

r2
+ + a2

=
J

2M
(

M2 +
√

M4 − J2
) . (107)Òðèâèàëüíûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ âåêòîðíîãîïîëÿ ξ çàäà�åòñÿ âûðàæåíèåì

ϕ = ±ΩH t + const. (108)Ñòàòè÷åñêèå ÷àñòèöû ðàñïîëàãàþòñÿ íà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëÿ k, íàêîòîðûõ ϕ = const, à ÷àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ íà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïî-ëÿ ξ, äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî íèõ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ΩH . Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ãåíåðàòîð ãèïåðïîâåðõíîñòè H+ äâèæåòñÿ ñ òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþîòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî óäàë�åííîãî ïîêîÿùåãîñÿ íàáëþäàòåëÿ, ÷òî ìîæåòáûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê âðàùåíèå ÷�åðíîé äûðû ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ΩH .Âåêòîð k âðåìåíèïîäîáåí â îêðåñòíîñòè i0, íî îí ìîæåò ñòàíîâèòüñÿïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì âíå ãîðèçîíòà ñîáûòèé. Äåéñòâèòåëüíî,

k2 = gtt = −
(

1 − 2Mr

r2 + a2 cos2 θ

)

, (109)è k âðåìåíèïîäîáåí ïðè
r > M +

√

M2 − a2 cos2 θ. (110)�ðàíèöà ýòîé îáëàñòè íàçûâàåòñÿ ýðãîñ�åðîé. Ýòà îñîáåííîñòü âåêòîðà këåæèò â îñíîâå ïðîöåññà Ïåíðîóçà [1℄.4.4.3 M2 = a2, ýêñòðåìàëüíîå ðåøåíèåÌîæíî ðàññìàòðèâàòü ýòî ðåøåíèå êàê âûðîæäåííûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ
M2 > a2. Òîãäà r+ = r− = r = M åñòü ãîðèçîíò Êèëëèíãà âåêòîðà

ξ = k + ΩH m, (111)ãäå
ΩH =

J

2M3
=

1

2M
. (112)À äèàãðàììà Ïåíðîóçà ïðèîáðåòàåò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 8.5 Ìåõàíèêà ÷�åðíûõ äûð5.1 �åîäåçè÷åñêèå êîíãðóýíòíîñòè5.1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿÎïðåäåëåíèå 10. Êîíãðóýíòíîñòüþ áóäåì íàçûâàòü òàêîå ñåìåéñòâîêðèâûõ, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîõîäèò îäíà è ïðèòîì òîëüêî îäíà êðèâàÿ ñåìåéñòâà. 22



H+

i0

i+

i−

H−

J−

J+

I r > M

r > 0r < 0

Êîëüöåâàÿ ñèíãóëÿðíîñòüïðè r = 0

Áóäóùèé ãîðèçîíò ÊîøèÏðîøëûé ãîðèçîíò Êîøè

�èñ. 8: Äèàãðàììà Ïåíðîóçà ýêñòðåìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÊåððàÍèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãåîäåçè÷åñêèå êîíãðóýíòíîñòè.Ñåìåéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ êîíãðóýíòíîñòè çàäà�åòñÿ òð�åõïàðàìåòðè÷åñêèìóðàâíåíèåì
xµ = xµ(λ, yα), (113)ãäå yα, α = 0, 2 âûäåëÿþò êîíêðåòíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ, à λ åñòü å�å à��èííûéïàðàìåòð. Âåêòîð
t =

d

dλ
=

∂xµ

∂λ
∂µ (114)ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ãåîäåçè÷åñêîé, à âåêòîðû ñäâèãà

ηα =
d

dyα
=

∂xµ

∂yα
∂µ (115)ïàðàìåòðèçóþò ñåìåéñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî t è ηα êîììóòèðóþò:

tν∂νηµ
α − ην

α∂νtµ =
∂

∂λ

∂xµ

∂yα
− ∂

∂yα

∂xµ

∂λ
= 0. (116)Òîãäà

0 = tν(∂νηµ
α + Γσν

µησ
α) − ην

α(∂νtµ + Γσν
µtσ) = tνDνηµ

α − ην
αDνtµ. (117)Îáîçíà÷èâ

Bµ
ν

def
= Dνtµ, (118)ïåðåïèøåì (117) â âèäå

tνDνηµ
α = Bµ

νην
α. (119)23



Âåëè÷èíà Bµ
ν õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó äåâèàöèè ñîñåäíèõ ãåîäåçè÷åñêèõ.Çàìåòèì, ÷òî (117) è, ñëåäîâàòåëüíî, (119) îñòàþòñÿ âåðíûìè è äëÿ ëþ-áîãî η′

α = ηα +at. Äëÿ êîíãðóýíòíîñòè âðåìåíèïîäîáíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ýòóíåîäíîçíà÷íîñòü ìîæíî óñòðàíèòü, ââåäÿ äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå
η · t = 0. (120)Äè��åðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé è ó÷èòûâàÿ (117), ëåã-êî ïîêàçàòü [1, ñ. 103℄, ÷òî åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî ãäå-òî íà ãåîäåçè÷å-ñêîé, òî îíî îñòà�åòñÿ âåðíûì âñþäó íà íåé.Äëÿ êîíãðóýíòíîñòè âðåìåíèïîäîáíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ýòî òðåáîâàíèå íå-äîñòàòî÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ëèøü äâà âåêòîðà η(1), η(2), îðòîãî-íàëüíûõ t è íå ñîâïàäàþùèõ ñ íèì. Ïîýòîìó äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè òð�åõìåð-íîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ êîíãðóýíòíîñòè ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü íåêî-òîðûé âåêòîð n, íå îðòîãîíàëüíûé t. Îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì âûáðàòü åãî òàê,÷òî

n2 = 0, n · t = −1. (121)Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ ñîîòíîøåíèé âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé äîñòàòî÷íî ïîòðå-áîâàòü, ÷òîáû
tνDνnµ = 0. (122)Çà�èêñèðîâàâ òàêèì îáðàçîì n, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî T⊥ âåêòîðîâ,ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îäíîâðåìåííî t è n. Âûáåðåì òîãäà η(1) è η(2) òàê, ÷òîáûîíè îáðàçîâûâàëè áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà åñëè

Pµ
ν = δµ

ν + nµtν + tµnν (123)� ïðîåêòîð íà T⊥, òî P · η = η. Ìîæíî ïîêàçàòü [1, ñ. 105℄, ÷òî åñëè äëÿíåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ à��èííîãî ïàðàìåòðà η ∈ T⊥, òî ýòî óòâåðæäåíèåîñòà�åòñÿ âåðíûì âäîëü âñåé ãåîäåçè÷åñêîé.5.1.2 Ñâîéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ êîíãðóýíòíîñòåéÄàâ ïîíÿòèå î ãåîäåçè÷åñêèõ êîíãðóýíòíîñòÿõ, óêàæåì íåêîòîðûå èõ ñâîé-ñòâà. Ò.ê. ìàòåðèàë íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ëåæèò íåñêîëüêî â ñòîðîíå îò îñ-íîâíîé òåìû ðàáîòû, îãðàíè÷èìñÿ ëèøü �îðìóëèðîâêàìè. Äîêàçàòåëüñòâàìîæíî íàéòè â [1℄.Ïóñòü
B̂µ

ν = Pµ
λBλ

ρP
ρ

ν , (124)ãäå âåëè÷èíû Pµ
ν è Bµ

ν îïðåäåëåíû â (123) è (118) ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíîíàïèñàòü, ÷òî
B̂µ

ν =
1

2
θPµ

ν + σ̂µ
ν + ω̂µ

ν , (125)ãäå
θ = Bµ

µ, (126)
σ̂µν = B̂(µν) −

1

2
θPµν , (127)

ω̂µν = B̂[µν]. (128)24



Óòâåðæäåíèå 11. Åñëè ω̂µν = 0, òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî íóëü-ãèïåðïî-âåðõíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ êàñàòåëüíûå âåêòîðû t ãåîäåçè÷åñêèõ êîíãðóýíò-íîñòè ÿâëÿþòñÿ íîðìàëÿìè. È îáðàòíî: åñëè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòåé òàêèõ, ÷òî âåêòîðû t ÿâëÿþòñÿ èõ íîðìàëÿìè, òî ω̂µν =
0. Âåëè÷èíà ýëåìåíòà ïëîùàäè a, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ η(1), η(2) âïðîñòðàíñòâå T⊥, ðàâíà

a = εµνρσtµnνη(1)
ρ η(2)

σ . (129)Óòâåðæäåíèå 12. Åñëè a � ýëåìåíò ïëîùàäè êîíãðóýíòíîñòè, òî
da

dλ
= θa. (130)Óòâåðæäåíèå 13 (Óðàâíåíèå �àé÷àóäõóðè, Ray
haudhuri). Äëÿêîíãðóýíòíîñòè èçîòðîïíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìó-ëà, íàçûâàåìàÿ óðàâíåíèåì �àé÷àóäõóðè:

dθ

dλ
= −1

2
θ2 − σ̂µν σ̂µν + ω̂µν ω̂µν − Rµνtµtν . (131)Óòâåðæäåíèå 14. Ïóñòü òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà Tµν â íåêîòîðîì ïðî-ñòðàíñòâå-âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò ñëàáîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó óñëîâèþ (ñì.îïðåäåëåíèå 12 íà ñ. 30). Òîãäà íà ãåíåðàòîðå íåêîòîðîé íóëü-ãèïåðïîâåðõ-íîñòè N

dθ

dλ
6 −1

2
θ2. (132)Óòâåðæäåíèå 15. Ïóñòü γ � ãåíåðàòîð íåêîòîðîé íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòèè ïóñòü θ = θ0 < 0 â íåêîòîðîé òî÷êå p ∈ γ. Âûáåðåì à��èííûé ïàðàìåòð

λ òàê, ÷òîáû òî÷êà p ñîîòâåòñòâîâàëà çíà÷åíèþ λ = 0. Òîãäà θ → −∞ ïðèêîíå÷íîì çíà÷åíèè λ, íå ïðåâûøàþùåì 2/|θ0|.Âåëè÷èíà θ, ñîãëàñíî (130) õàðàêòðåðèçóåò ðàñõîæäåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ.Òîãäà θ → −∞ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê �îêóñèðîâêà ãåîäåçè÷åñêèõ â òî÷êóèëè â êàóñòèêó.Óòâåðæäåíèå 16. Íà ãîðèçîíòå Êèëëèíãà âåëè÷èíà θ ïîñòîÿííà.Óòâåðæäåíèå 17. Ïóñòü N � ãîðèçîíò Êèëëèíãà âåêòîðà Êèëëèíãà ξ.Òîãäà
Rµνξµξν

∣

∣

N
= 0. (133)5.2 Èíòåãðàëû ÊîìàðàÊðàòêî äàäèì ïîíÿòèå îá èíòåãðàëàõ Êîìàðà (Komar integrals), ò.ê. îíèïîòðåáóþòñÿ äëÿ èçëîæåíèÿ ñëåäóþùåãî ðàçäåëà. Áîëåå ïîäðîáíóþ èí�îð-ìàöèþ ìîæíî íàéòè â [1℄.�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííûé îáú�åì V íà ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíîéãèïåðïîâåðõíîñòè Σ, ∂V � åãî ãðàíèöà. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðíî-ìó ïîëþ Êèëëèíãà ξ âåëè÷èíó

Qξ(V )
def
=

C

16πG

∮

∂V

dSµνDµξν , (134)25



ãäå C � âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà, à dSµν � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè
∂V . Ýòî è åñòü îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Êîìàðà. Ïðèìåíÿÿ ê (134) �îðìóëóÎñòðîãðàäñêîãî��àóññà, íàéä�åì:

Qξ(V ) =
C

8πG

∫

V

dSµDνDµξν . (135)Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [1, ñ. 97�98℄), ÷òî âåëè÷èíà Qξ íå èçìåíÿåòñÿ âî âðå-ìåíè.Ýíåðãèÿ è óãëîâîé ìîìåíò ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç èíòåãðàëû Êî-ìàðà ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. òàì æå):
E(V ) = − 1

8πG

∮

∂V

dSµνDµkν , (136)
J(V ) =

1

16πG

∮

∂V

dSµνDµmν , (137)ãäå k = ∂/∂t è m = ∂/∂ϕ � âåêòîðû Êèëëèíãà, ñîîòâåòñâóþùèå òðàíñëÿöèèâî âðåìåíè è ïîâîðîòó ñîîòâåòñòâåííî.5.3 Çàêîíû ìåõàíèêè ÷�åðíûõ äûð5.3.1 Íóëåâîé çàêîíÎïðåäåëåíèå 11. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà Tµν âíåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò äîìèíàíòíîìó ýíåðãåòè-÷åñêîìó óñëîâèþ, åñëè äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåííîãî â áóäóùåå âðåìåíèïîäîá-íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v âåêòîðíîå ïîëå
j(v)

def
= −vµTµ

ν∂ν (138)ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåííûì â áóäóùåå èçîòðîïíûì èëè âðåìåíèïîäîáíûì ëèáîèñ÷åçàåò.Óòâåðæäåíèå 18 (íóëåâîé çàêîí). Åñëè òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà Tµνïîä÷èíÿåòñÿ äîìèíàíòíîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó óñëîâèþ, òî ïîâåðõíîñòíàÿ ãðà-âèòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà áóäóùåì ãîðèçîíòå ñîáûòèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Õîêèíãà (ñì. ñ. 6), áóäóùèé ãîðè-çîíò ñîáûòèé H+ ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòîì Êèëëèíãà äëÿ íåêîòîðîãî âåêòî-ðà Êèëëèíãà ξ. Ò.ê. ïî îïðåäåëåíèþ ãîðèçîíò Êèëëèíãà ÿâëÿåòñÿ íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, ξ2 = 0 íà H+. Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà
Rµν = 8πG

(

Tµν − 1

2
gµνT

) (139)â âûðàæåíèå (133), íàõîäèì
0 = −Tµνξµξν

∣

∣

H+ ≡ Jµξµ
∣

∣

H+ , (140)26



îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð J = −T µ
ν∂µ êàñàòåëåí ê H+. Òîãäà îí ìîæåòáûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñó êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ:

J = aξ + b1η
(1) + b2η

(2). (141)Âû÷èñëÿÿ J2 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξµη
(i)
µ = 0, óáåæäàåìñÿ, ÷òî âåêòîð J ìî-æåò áûòü ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì èëè èçîòðîïíûì. Îäíàêî èçîòðîïíûéâåêòîð Êèëëèíãà ξ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê ïðåäåë âðåìåíèïîäîáíûõâåêòîðîâ; òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ J è äîìèíàíòíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óñëîâèÿìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî J ìîæåò áûòü òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûìèëè èçîòðîïíûì. Çíà÷èò, J èçîòðîïåí è, ñëåäîâàòåëüíî, J = aξ. Òîãäà

0 = ξ[σJρ]

∣

∣

H+ = −ξ[σTρ]
λξλ

∣

∣

H+ = ξ[σRρ]
λξλ

∣

∣

H+ (142)(â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå îïÿòü èñïîëüçóåì óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà (139)). Îò-ñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ξ[ρ∂σ]κ

∣

∣

H+ = 0. (143)Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî ïåðåõîäà âåñüìà îáú�åìíî, åãî ìîæíî íàéòè â [1℄.Â ñèëó ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ∂σκ ∝ ξσ, îòêóäà äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãîê H+ âåêòîðà t ìîæíî çàïèñàòü:
t ∂κ

∣

∣

H+ = 0, (144)ò.å. âåëè÷èíà κ åñòü êîíñòàíòà íà H+. �Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, âûïîëíåííîå â ðàìêàõ òåòðàäíîãî�îðìàëèçìà, ìîæíî íàéòè â [5℄.5.3.2 Ôîðìóëà ÑìàððàÏóñòü Σ � ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü6 â ñòàöèîíàðíîìâíåøíåì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÷�åðíîé äûðû. Å�å ãðàíèöàìè ÿâëÿþòñÿ ïðî-ñòðàíñòâåííàÿ áåñêîíå÷íîñòü i0 è 2-ñ�åðà H , ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïðî-ñòðàíñòâåííóþ ÷àñòü áóäóùåãî ãîðèçîíòà ñîáûòèé H+. Ïîâåðõíîñòü H ÿâ-ëÿåòñÿ ¾ãðàíèöåé¿ ÷�åðíîé äûðû â ïðîñòðàíñòâå Σ.Çàïèøåì ñóììàðíûé óãëîâîé ìîìåíò ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ Êîìàðà(137):
J =

1

16πG

∮

H

dSµνDµmν +
1

8πG

∫

Σ

dSµDνDµmν =

= JH +
1

8πG

∫

Σ

dSµRµ
νmν . (145)Çäåñü ìû îáîçíà÷èëè ïåðâûé èíòåãðàë çà JH è èñïîëüçîâàëè ñâîéñòâî âåê-òîðîâ Êèëëèíãà, ñîãëàñíî êîòîðîìó

DνDµξν = Rµνξν , (146)ãäå Rµν îáîçíà÷àåò òåíçîð �è÷÷è (ñì. [1, ñ. 97℄).6Ïîä ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ÷àñòíàÿ ïîâåðõíîñòüÊîøè. 27



Ïåðåïèøåì (145) ñ ó÷�åòîì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (139):
J =

∫

Σ

dSµ

(

T µ
νmν − 1

2
Tmµ

)

+ JH . (147)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Σ íåò äðóãîé ìàòåðèè, êðîìå ýëåêòðî-ìàãíèòíîãî ïîëÿ Fµν . Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ íåãî èìååò íóëåâîéñëåä: gµνTµν(F ) = 0 (ñì., íàïðèìåð, [11, ñ. 118℄). Òîãäà
J =

∫

Σ

dSµT µ
ν(F )mν + JH . (148)Àíàëîãè÷íî çàïèøåì äëÿ ýíåðãèè:

M = − 1

4πG

∫

Σ

dSµRµ
νkν − 1

8πG

∮

H

dSµνDµkν =

= −2

∫

Σ

dSµ

(

T µ
νkν − 1

2
Tkµ

)

− 1

8πG

∮

H

dSµν (Dµξν − ΩHDµmν) (149)Ìû ïîäñòàâèëè âî âòîðîì èíòåãðàëå ξ = k+ΩHm. Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü Tµν =
Tµν(F ), íàõîäèì:

M = −2

∫

Σ

dSµT µ
ν(F ) kν + 2ΩHJ − 1

8πG

∮

H

dSµνDµξν . (150)�àññìîòðèì ñëó÷àé íåçàðÿæåííîé ÷�åðíîé äûðû (Tµν(F ) = 0). Ïîñëåäíååâûðàæåíèå çàïèøåòñÿ òîãäà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
M = 2ΩHJ − 1

8πG

∮

H

dSµνDµξν . (151)Ìîæíî ïîêàçàòü [1, ñ. 111℄, ÷òî íà H

dSµν = (ξµnν − ξνnµ)dA, (152)ãäå êîâåêòîð n âûáðàí òàê, ÷òî n ·ξ = −1, à dA � ïëîùàäü ýëåìåíòà ïîâåðõ-íîñòè H . Ïîäñòàâëÿÿ dSµν è ó÷èòûâàÿ (122) â ïåðâîì ïåðåõîäå, ïîëó÷èì:
− 1

8πG

∮

H

dSµνDµξν = − 1

4πG

∮

H

dA (ξ · Dξν)nν =

= − κ

4πG

∮

H

dA ξ · n =
κA

4πG
(153)(ìû èñïîëüçîâàëè íóëåâîé çàêîí, ÷òîáû âûíåñòè κ èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà,è îáîçíà÷èëè áóêâîé A ïîëíóþ ïëîùàäü ãîðèçîíòà).Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Ñìàððà (Smarr):

M =
κA

4π
+ 2ΩHJ, (154)28



ãäå âûáðàíî G = 1. Å�å îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé çàðÿæåííîé ÷�åðíîé äûðûÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ �îðìóëà (ñì. [1℄):
M =

κA

4π
+ 2ΩHJ + ΦHQ. (155)Âåëè÷èíà ΦH íàçûâàåòñÿ ñîâðàùàþùèìñÿ ýëåêòðè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì èîïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç îáû÷íûé ÷åòûð�åõìåðíûé ïîòåíöèàë ñëåäóþùèì îáðà-çîì:

ΦH
def
= ξµAµ

∣

∣

H
, (156)ãäå, êàê è ðàíüøå, ξ = k + ΩHm. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ΦH ïîñòîÿíåí íàãîðèçîíòå [5℄.5.3.3 Ïåðâûé çàêîí�àññìîòðèì ÷�åðíóþ äûðó ñ ìàññîé M , çàðÿäîì Q è óãëîâûì ìîìåíòîì J .Ïóñòü ïîâåðõíîñòíàÿ ãðàâèòàöèÿ íà å�å áóäóùåì ãîðèçîíòå ñîáûòèé ðàâíà

κ, å�å ïîâåðõíîñòíûé ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë � ΦH , à óãëîâàÿ ñêîðîñòü� ΩH . Ïëîùàäü ¾ïîâåðõíîñòè¿ ñîñòàâëÿåò A. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íåêîòî-ðîãî ïðîöåññà ìàññà, çàðÿä è óãëîâîé ìîìåíò ÷�åðíîé äûðû èçìåíÿþòñÿ èñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè (M + δM), (Q + δQ) è (J + δJ) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
dM =

κ

8π
dA + ΩHdJ + ΦHdQ. (157)Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâûé çàêîí ìåõàíèêè ÷�åðíûõ äûð äëÿ ñëó-÷àÿ íåçàðÿæåííîé äûðû (Q = 0). Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, íåîïèðàþùååñÿ ê òîìó æå íà òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè, ìîæíî íàéòè â [2℄.Ñîãëàñíî òåîðåìå î åäèíñòâåííîñòè, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîå îñåñèììåò-ðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, çàïîëíåííîå òîëüêî ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåìè íåñèíãóëÿðíîå íà ãîðèçîíòå ñîáûòèé è âî âíåøíåé îáëàñòè, ïðèíàäëå-æèò òð�åõïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó Êåððà�Íüþìàíà; ïàðàìåòðàìè ñå-ìåéñòâà ÿâëÿþòñÿ ìàññà, çàðÿä è óãëîâîé ìîìåíò ÷�åðíîé äûðû. Òîãäà

M = M(A, J). (158)Â èñïîëüçóåìîé ñèñòåìå åäèíèö (G = c = 1) A è J èìåþò ðàçìåðíîñòü êâàä-ðàòà ìàññû. Òîãäà �óíêöèÿ M(A, J) äîëæíà áûòü îäíîðîäíîé �óíêöèåé7ñòåïåíè 1/2. Ïî �îðìóëå Ýéëåðà8 èìååì:
A

∂M

∂A
+ J

∂M

∂J
=

1

2
M. (159)Ò.ê. A è J ñóòü íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû, ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèåñ �îðìóëîé Ñìàððà (154), íàõîäèì:

∂M

∂A
=

κ

8π
(160)

∂M

∂J
= ΩH , (161)7Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåé ñòåïåíè q, åñëè ∀v ∈ R

n è ∀λ ∈ R

f(λv) = λqf(b).8Ôîðìóëà Ýéëåðà:
v∇f(v) = q · f(v).Ñì., íàïðèìåð, [13℄. 29



÷òî è äîêàçûâàåò ïåðâûé çàêîí äëÿ ñëó÷àÿ íåçàðÿæåííîé ÷�åðíîé äûðû. �5.3.4 Âòîðîé çàêîíÎïðåäåëåíèå 12. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà Tµν âíåêîòîðîì ïðîñòàíñòâå-âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò ñëàáîìó ýíåðãåòè÷åñêîìóóñëîâèþ, åñëè äëÿ ëþáîãî èçîòðîïíîãî èëè âðåìåíèïîäîáíîãî âåêòîðíîãîïîëÿ v
vµvνTµν > 0. (162)Óòâåðæäåíèå 19 (âòîðîé çàêîí, òåîðåìà Õîêèíãà î ïëîùàäè ãî-ðèçîíòà ñîáûòèé). �àññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïîñòóëàò î êîñìè÷åñêîé öåíçóðå è òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà Tµν óäîâëåòâîðÿåò ñëàáîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó óñëîâèþ, òî ïëîùàäüáóäóùåãî ãîðèçîíòà ñîáûòèé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â ëþáîì ïðîöåññåíå óáûâàåò9.Äîêàçàòåëüñòâî. �èïîòåçà î êîñìè÷åñêîé öåíçóðå ïîäðàçóìåâàåò ñóùå-ñòâîâàíèå ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîãî10 ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïðîñòðàíñòâà--âðåìåíè, ñîäåðæàùåãî âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî è ãîðèçîíò ñîáûòèé [1, ñ. 113℄.Ñîãëàñíî òåîðåìå �åðîõà (ñì. [1, ñ. 113℄), â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ñåìåé-ñòâî ãèïåðïîâåðõíîñòåé Êîøè Σ(λ), äëÿ êîòîðûõ

λ′ > λ ⇔ Σ(λ′) ⊂ D+ (Σ(λ)) . (163)�àññìîòðèì ãåíåðàòîð γ íóëü-ãèïåðïîâåðõíîñòè H+. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà
λ óêàçàííîãî ñåìåéñòâà ìîæíî âûáðàòü à��èííûé ïàðàìåòð ãåíåðàòîðà.ÏëîùàäüA(λ) ãîðèçîíòà åñòü ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿH+ è Σ(λ). Òîãäà íóæíîäîêàçàòü, ÷òî

λ′ > λ ⇒ A(λ′) > A(λ). (164)Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà ïëîùàäè a ïîâåðõíîñòè H . Â ñèëó (130)äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî çàêîíà äîñòàòî÷íî òðåáîâàíèÿ θ > 0.Äîïóñòèì îáðàòíîå: ïóñòü θ < 0. Âûáåðåì òî÷êó p ∈ γ è ðàññìîòðèìñîñåäíèå ñ γ èçîòðîïíûå ãåîäåçè÷åñêèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòó òî÷êó. Ò.ê.
θ < 0, îíè ñ�îêóñèðóþòñÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ p, â ÷àñòíîñòè îäíà èç íèõïåðåñå÷�åò γ â íåêîòîðîé òî÷êå q, ñîîòâåòñòâóþùåé êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ à�-�èííîãî ïàðàìåòðà. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïåíðîóçà (óòâåðæäåíèå 5), ãåíåðàòîðíå ìîæåò èìåòü áóäóùèõ êîíå÷íûõ òî÷åê. Çíà÷èò, ãåîäåçè÷åñêàÿ γ ïðîäîë-æàåòñÿ çà òî÷êó q. Íî òîãäà å�å òî÷êè, ëåæàùèå çà òî÷êîé q, è òî÷êà p ìî-ãóò áûòü ñîåäèíåíû âðåìåíèïîäîáíîé êðèâîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó3 ãîðèçîíòà ñîáûòèé. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñòè äå�îðìàöèè êîâðåìåíèïîäîáíîé êðèâîé ìîæíî íàéòè â [3, ñ. 130℄.Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî θ > 0, ÷òî äîêàçûâàåòòåîðåìó. �9Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî ëèøü â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà. Ñì. ðàçäåë 6.1.10Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè îíî èìååò ïîâåðõ-íîñòü Êîøè. 30



6 Èçëó÷åíèå Õîêèíãà è òåðìîäèíàìèêà÷�åðíûõ äûð�àññìàòðèâàåìûå â íàñòîÿùåì ðàçäåëå âîïðîñû òðåáóþò çíàêîìñòâà ñ êâàí-òîâîé òåîðèåé è íåýéíøòåéíîâñêèìè ìîäåëÿìè ãðàâèòàöèè. Ïðèâåä�åì çäåñüëèøü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå. Áîëåå ïîäðîáíóþ èí-�îðìàöèþ è ññûëêè íà äðóãèå èñòî÷íèêè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [6℄.6.1 Èçëó÷åíèå Õîêèíãà�àññìîòðèì ýâîëþöèþ íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îò îäíîãî ñòàöè-îíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó, íå ñîâïàäàþùåìó ñ íà÷àëüíûì. Ïóñòü âïðîöåññå ýâîëþöèè ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêèì. Ñîãëàñíîñòðîãîìó êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîìó ðàññìîòðåíèþ, âûïîëíåííîìó, íàïðèìåð,â [1℄, â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò íîâûå ÷àñòèöû. Ïðèìåðîì òàêîãî ïðîöåññàìîæåò ñëóæèòü ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ â ÷�åðíóþ äûðó. Â îáùåì ñëó÷àåýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð âîçíèêàþùèõ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ äåòàëÿìè ýâî-ëþöèè è ìîæåò áûòü âåñüìà ïðîèçâîëåí. Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü [6℄, ÷òîâ ñëó÷àå ýâîëþöèè îò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè áåç ãîðèçîíòà ê ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè, èìåþùåìó ãîðèçîíò, ñïåêòð âîçíèêàþùèõ ÷àñòèö èìååò òåïëîâîéõàðàêòåð. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ ïðè êîëëàïñå çâåçäû â ÷�åðíóþäûðó â ñèñòåìå îòñ÷�åòà áåñêîíå÷íî óäàë�åííîãî íàáëþäàòåëÿ. Âîçíèêàþ-ùåå òåïëîâîå èçëó÷åíèå íàçûâàåòñÿ èçëó÷åíèåì Õîêèíãà. Îíî ñîîòâåòñòâó-åò òåìïåðàòóðå Õîêèíãà, ðàâíîé
TH =

κ

2π
, (165)ãäå κ � ïîâåðõíîñòíàÿ ãðàâèòàöèÿ è èñïîëüçóåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñèñòåìàåäèíèö:

c = 1, G = 1, k = 1, ~ = 1. (166)Ïîä÷åðêí�åì, ÷òî èçëó÷åíèå Õîêèíãà ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì ý��åêòîì.Âìåñòå ñ Õîêèíãîâñêèì èçëó÷åíèåì ÷�åðíàÿ äûðà òåðÿåò ýíåðãèþ, îïðå-äåëÿåìóþ çàêîíîì Ñòå�àíà�Áîëüöìàíà:
dE

dt
= −σAT 4

H , (167)ãäå
A ∼ M2 (168)� ïëîùàäü ÷�åðíîé äûðû,
σ =

π2

60
(169)� ïîñòîÿííàÿ Ñòå�àíà�Áîëüöìàíà. Ïîäñòàâèâ (168) è (169) â (167) è ó÷òÿñîîòíîøåíèå Ýéíøòåéíà E = M , à òàêæå îöåíêó κ ∼ 1/M , ïîëó÷èì:

dM

dt
∼ 1

M2
, (170)÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü âðåìÿ ïîëíîãî èñïàðåíèÿ ÷�åðíîé äûðû:

τ ∼ M3 (171)31



èëè, â åäèíèöàõ ÑÈ,
τ ∼ G2

~c4
M3. (172)Îäíàêî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ êîððåêòíûì, ïîñ-êîëüêó íà çàêëþ÷èòåëüíûõ ýòàïàõ èñïàðåíèÿ (ïðè ìàëîé ìàññå) ïåðåñòà�åòðàáîòàòü èñïîëüçîâàííàÿ êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîé ïîëíîé ìîäåëè èñïàðåíèÿ ÷�åðíûõ äûð.6.2 Òåðìîäèíàìèêà ÷�åðíûõ äûðÏåðåïèøåì ïåðâûé çàêîí ìåõàíèêè ÷�åðíûõ äûð (157), ïîäñòàâèâ â íåãîâûðàæåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû Õîêèíãà (165):

dM = THdSBH + ΩHdJ + ΦHdQ. (173)Âåëè÷èíà
SBH

def
=

A

4
(174)íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé ÷�åðíîé äûðû, èëè ýíòðîïèåé Áåêåíøòåéíà�Õîêèíãà(Be
kenstein�Hawking). Òîãäà âûðàæåíèå (173) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïåðâûìíà÷àëîì òåðìîäèíàìèêè, åñëè ïîä äâóìÿ ïîñëåäíèìè ñëàãàåìûìè ïîíèìàòüðàáîòó âíåøíåé ñèëû.Òåìïåðàòóðà Õîêèíãà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå ïîâåðõíîñòíîé ãðàâè-òàöèè, ýòî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü íóëåâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè11 ñ íóëåâûìçàêîíîì äèíàìèêè ÷�åðíûõ äûð.Ñìûñë çàïèñè (174) åñòü �îðìàëüíîå ïåðåîáîçíà÷åíèå. Îäíàêî ââåä�åí-íàÿ òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíà äåéñòâèòåëüíî îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ýíòðîïèè.Òàê, áûëî ïîêàçàíî [6℄, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà íà÷àëüíûå óñëî-âèÿ âåëè÷èíà

S = SBH + Sext, (175)ãäå Sext � ýíòðîïèÿ âåùåñòâà âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå, íå óáûâàåò ñî âðå-ìåíåì. Õîòÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ýòî óòâåðæäåíèå íå äîêàçàíî, îíî ïîëàãàåò-ñÿ èñòèííûì è íàçûâàåòñÿ îáîáù�åííûì âòîðûì çàêîíîì òåðìîäèíàìèêè.Íåîáõîäèìîñòü ïðèïèñàòü ÷�åðíîé äûðå íåêîòîðóþ ýíòðîïèþ ñëåäóåò èçóêàçàííîé Áåêåíøòåéíîì âîçìîæíîñòè óìåíüøàòü ýíòðîïèþ âíåøíåãî ïðî-ñòðàíñòâà, áðîñàÿ âåùåñòâî â ÷�åðíóþ äûðó. Êðîìå òîãî, Õîêèíãîâñêîå èñïà-ðåíèå ÷�åðíûõ äûð íàðóøàåò âûâåäåííûé íà îñíîâàíèè íåêâàíòîâûõ ïðåä-ñòàâëåíèé âòîðîé çàêîí ìåõàíèêè ÷�åðíûõ äûð, íî íå íàðóøàåò îáîáù�åííûéâòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè, ò.ê. èçëó÷åíèå Õîêèíãà óâåëè÷èâàåò ýíòðî-ïèþ îêðóæàþùåãî ïðîñòðàíñòâà.Âìåñòå ñ òåì ââåäåíèå ýíòðîïèè ÷�åðíûõ äûð ñòàëêèâàåòñÿ ñ ðÿäîì òðóä-íîñòåé, ò.ê. ñàìî ïîíÿòèå ýíòðîïèè ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå íåêîòîðûõ âíóò-ðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Íî â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ÷�åðíàÿ äûðà ïîëíîñòüþîïèñûâàåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: ìàññîé, óãëîâûì ìîìåíòîì è ýëåêòðè÷å-ñêèì çàðÿäîì, ñëåäîâàòåëüíî, êëàññè÷åñêîå îïèñàíèå îêàçûâàåòñÿ íåñîâìå-ñòèìûì ñ ïîíÿòèåì ýíòðîïèè. Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîïûòîêèíòåðïðåòàöèè ýíòðîïèè â ðàìêàõ íåýéíøòåéíîâñêèõ ìîäåëåé ãðàâèòàöèè11Â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ âñå ÷àñòè ñèñòåìû èìåþò îäèíàêîâóþòåìïåðàòóðó. 32



[6, 5℄, îäíàêî âîïðîñ î âûáîðå êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíèîñòà�åòñÿ îòêðûòûì.Íàêîíåö, ñóùåñòâóåò óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òðåòüåìó íà÷àëó òåðìî-äèíàìèêè: òåìïåðàòóðó ÷�åðíîé äûðû íåâîçìîæíî îáðàòèòü â íóëü ïîñðåä-ñòâîì ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé. Ýòî óòâåðæäåíèå èíîãäà íàçûâà-åòñÿ òðåòüèì çàêîíîì äèíàìèêè ÷�åðíûõ äûð. Óòâåðæäåíèå îñíîâàíî íàïðåäïîëîæåíèè î íåâîçìîæíîñòè ïðåâðàùåíèÿ ïðåâðàùåíèÿ ÷�åðíîé äûðûâ ýêñòðåìàëüíóþ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ è òåñíî ñâÿçàíî ñ çàïðåòîì âîç-íèêíîâåíèÿ ¾ãîëîé¿ ñèíãóëÿðíîñòè [5℄. Òåì íå ìåíåå, îíî äîêàçàíî ëèøü âíåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.
i0

i+

i−

H+

Σ1

Σ2
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J+

Ïîâåðõíîñòü çâåçäû�èñ. 9: Èí�îðìàöèîííûé ïàðàäîêñÈí�îðìàöèîííûé ïàðàäîêñ Ñ ïðîáëåìàìè ýíòðîïèè ÷�åðíûõ äûð òåñ-íî ñâÿçàí èí�îðìàöèîííûé ïàðàäîêñ. �àññìîòðèì ÷�åðíóþ äûðó, �îðìèðó-þùóþñÿ â ðåçóëüòàòå ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà è èñïàðÿþùóþñÿ çà êîíå÷-íîå âðåìÿ. Äèàãðàììà Ïåíðîóçà ýòîãî ïðîöåññà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 9. Çäåñü
Σ1 è Σ2 � äâå ÷àñòíûå ïîâåðõíîñòè Êîøè. Ñóùåñòâóþò âðåìåíèïîäîáíûåêðèâûå, êîòîðûå ïåðåñåêàþò Σ1, íî ïîïàäàþò íà öåíòðàëüíóþ ñèíãóëÿð-íîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïåðåñåêàþò Σ2. Ò.î., ÷àñòü èí�îðìàöèè îêàçû-âàåòñÿ ¾ïîòåðÿííîé¿. Ýòî îçíà÷àåò íåóíèòàðíóþ ýâîëþöèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îò Σ1 è Σ2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè.Ýòî ÿâëåíèå ìîæåò áûòü èíòåïðåòèðîâàíî òàê, ÷òî ãðàâèòàöèÿ âíîñèò íî-âûé óðîâåíü íåîïðåäåë�åííîñòè, îòëè÷íîé îò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé [12, ñ.39℄.Âìåñòå ñ òåì ñàìà âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè èí�îðìàöèîííîãî ïàðàäîê-ñà ñòàâèòñÿ ïîä ñîìíåíèå [6℄. Òàê, íåëüçÿ óòâåðæäàòü íè÷åãî êîíêðåòíîãîîá èñ÷åçíîâåíèè èí�îðìàöèè, ïîêà íå ðåøåíà ïðîáëåìà öåíòðàëüíîé ñèí-ãóëÿðíîñòè. Êðîìå òîãî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå�èíàëüíîé ñòàäèè èñïàðåíèÿ ÷�åðíûõ äûð íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì. Â íà-ñòîÿùåå âðåìÿ âîïðîñ îá èí�îðìàöèîííîì ïàðàäîêñå îñòà�åòñÿ îòêðûòûì.
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