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Ðåäàêöèÿ �3, 21 ìàÿ 2008 ã.

Disclaimer. ß ïðîâåðèë ýòîò äîêóìåíò, íî òåì íå ìåíåå çäåñü ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ îøèáêè. Âû
èñïîëüçóåòå ìàòåðèàë ýòîãî äîêóìåíòà íà ñâîé ðèñê. Îá îáíàðóæåííûõ îøèáêàõ è íåòî÷íîñòÿõ
ìîæåòå ñîîáùàòü ïî àäðåñó dreamfarer@mail.ru èëè ïîëüçîâàòåëþ Andre íà
http://forum.dubinushka.ru. Äîêóìåíò ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñâîáîäíî, âíîñèòü èçìåíåíèÿ
çàïðåùàåòñÿ.

À.À. Ïîïîâ.

Âîïðîñ �1. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Îðòû. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà, ñêîðîñòè,
ãðàäèåíòà è óñêîðåíèÿ òî÷êè. Ñâÿçü öèëèíäðè÷åñêèõ è äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.

Êàðòèíêó ñàìè íàðèñóåòå. Íàçâàíèÿ îðòîâ: eρ � ðàäèàëüíûé, eϕ � óãëîâîé, èëè òðàíñâåð-
ñàëüíûé, ez � âåðòèêàëüíûé. Îðòû îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
{eρ, eϕ, ez}.

r = ρ eρ + z ez,

ṙ = ρ̇ eρ + ρϕ̇ eϕ + ż ez,

∇u =
∂u

∂ρ
eρ +

1
ρ

∂u

∂ϕ
eϕ +

∂u

∂z
ez,

r̈ =
(
ρ̈− ρϕ̇2

)
eρ +

1
ρ

d

dt

(
ρ2ϕ̇

)
eϕ + z̈ ez.

Âûðàæåíèå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ÷åðåç öèëèíäðè÷åñêèå:

x = ρ cosϕ,
y = ρ sinϕ,
z = z.

Âîïðîñ �2. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Îðòû. Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà, ñêîðîñòè òî÷-
êè è ãðàäèåíòà. Ñâÿçü ñôåðè÷åñêèõ è äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.

Êàðòèíêó ñàìè íàðèñóåòå. Îðòû îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
{er, eϑ, eϕ}.

r = r er,

ṙ = ṙ er + rϑ̇ eϑ + r sinϑ ϕ̇ eϕ,

∇u =
∂u

∂r
er +

1
r

∂u

∂ϑ
eϑ +

1
r sinϑ

∂u

∂ϕ
eϕ.

Âûðàæåíèå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ÷åðåç ñôåðè÷åñêèå:

x = r sinϑ cosϕ,
y = r sinϑ sinϕ,
z = r cosϑ.
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Âîïðîñ �3. Åñòåñòâåííûå êîîðäèíàòû è îñè. Âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ.

Ïóñòü òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çàäà¼òñÿ âûðàæåíèåì r = r(s), ãäå s � äëèíà äóãè
òðàåêòîðèè. Âûáåðåì âåêòîðû τ è n òàê, ÷òî

τ =
dr
ds
,

à n îðòîãîíàëåí τ è íàïðàâëåí â ñòîðîíó âîãíóòîñòè òðàåêòîðèè. Â êà÷åñòâå òðåòüåãî îðòà
âîçüì¼ì âåêòîð áèíîðìàëè

β = [τ × n].

Òîãäà

ṙ = τ ṡ,

r̈ = s̈τ +
ṡ2

R
n (ôîðìóëà Ãþéãåíñà),

ãäå
dτ

ds
=

1
R

n,

à R � ðàäèóñ êðèâèçíû òðàåêòîðèè.

Âîïðîñ �4. Îáùèå òåîðåìû äèíàìèêè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Èìïóëüñ, óãëîâîé ìîìåíò,
ïîëíàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (îïðåäåëåíèÿ), ñâÿçü ñèëû è ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè; òåîðåìû îá èçìåíåíèè èìïóëüñà, óãëîâîãî ìîìåíòà è ýíåðãèè. Ïåðâûå èíòå-
ãðàëû äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèÿ (íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà):

p ≡ mṙ � èìïóëüñ,

L ≡ [r,p] � óãëîâîé ìîìåíò,

T ≡ m ṙ2

2
� êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ.

Ïîòåíöèàëüíîé íàçûâàåòñÿ ñèëà, äëÿ êîòîðîé ìîæíî çàïèñàòü:

FP = −∇U(r, t),

ôóíêöèÿ U(r, t) íàçâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì, èëè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Ïîëíîé ýíåðãèåé íàçû-
âàåòñÿ ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé. Òåîðåìû îá èçìåíåíèè:

ṗ = F,

L̇ = [r,F],

Ė =
d

dt
(T + U) =

∂U

∂t
+
(
ṙ,FD

)
.

Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f :
f = f(r(t), ṙ(t), t),

ÿâëÿþùàÿñÿ êîíñòàíòíîé â ñèëó âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà èëè åãî ñëåäñòâèé, îíà íàçûâàåòñÿ
èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.
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Âîïðîñ �5. Äâèæåíèå òî÷êè â öåíòðàëüíîì ïîëå. Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Ïëîñêîå äâèæå-
íèå. Ýôôåêòèâíàÿ ýíåðãèÿ. Çàêîí äâèæåíèÿ. Òðàåêòîðèÿ òî÷êè.

Öåíòðàëüíûì íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ïîëå, çàâèñÿùåå òîëüêî îò |r|. Â òàêîì ïîëå óãëîâîé
ìîìåíò L è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Òîãäà ò.ê.

(r,L) = 0 ∀r

äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ:

Ueff (r) = U(r) +
L2

0

2mr2
.

Çàêîí äâèæåíèÿ â êâàäðàòóðàõ:

t− t0 = ±
∫

dr√
2
m (E0 − Ueff (r))

,

ãäå E0 � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ. Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè â êâàäðàòóðàõ:

ϕ− ϕ0 = ± L0√
2m

∫
dr/r2√

E0 − Ueff (r)
.

Âîïðîñ �6. Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö íà ñèëîâîì öåíòðå. Îïðåäåëåíèå.
Ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà.

Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ � ýòî âåëè÷èíà

dσ =
dN

j
,

ãäå dN � ÷èñëî ÷àñòèö, ðàññåèâàåìûõ çà åäèíèöó âðåìåíè íà óãëû ðàññåÿíèÿ, ëåæàùèå â èí-
òåðâàëå (ϑ, ϑ+ dϑ), à j � ïëîòíîñòü ïîòîêà, ò.å. ÷èñëî ÷àñòèö, ïðîõîäÿùèõ çà åäèíèöó âðåìåíè
÷åðåç åäèíè÷íóþ íîðìàëüíóþ ïëîùàäêó.

dσ = 2πp(ϑ)dp,

ãäå p � ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð.

Âîïðîñ �7. Èäåàëüíûå ñâÿçè. Òåîðåìà îá èçìåíåíèè ýíåðãèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
â ñëó÷àå èäåàëüíûõ ñâÿçåé.

Ñâÿçü íàçûâàåòñÿ èäåàëüíîé, åñëè äëÿ íå¼ âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà ñèëû ðåàêöèè ðàâíà íóëþ. Â
ñëó÷àå íàëè÷èÿ ñâÿçåé çàêîíû èçìåíåíèÿ ýíåðãèè, èìïóëüñà è óãëîâîãî ìîìåíòà ìîäèôèöèðóþò-
ñÿ. Òàê, çàêîí èçìåíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû ñ èäåàëüíûìè ãîëîíîìíûìè ñâÿçàìè çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ė =
∂

∂t

N∑
i=1

Ui +
N∑
i=1

(
FDi , ṙi

)
−

k∑
α=1

λα
∂fα
∂t

,

ãäå ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ îñòàëèñü îò çàêîíà èçìåíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ñèñòåìû áåç ñâÿçåé (ñì.
âîïðîñ �4), èíäåêñ i íóìåðóåò ÷àñòèöû, èíäåêñ α � ñâÿçè, λα � íåîïðåäåë¼ííûå ìíîæèòåëè
Ëàãðàíæà, à ñâÿçè çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

fα(r, t) = 0.
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Âîïðîñ �8. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ñ ðåàêöèÿìè ñâÿçåé.

Ñèñòåìà 
mr̈i = Fi +

k∑
α=1

λα∇ifα,

fα(r, t) = 0

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà I-îãî ðîäà. Çäåñü èíäåêñ i íóìåðóåò ÷àñòèöû ñèñòåìû, èíäåêñ
α � ñâÿçè ñèñòåìû (èõ k øòóê), λα � íåîïðåäåë¼ííûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, à âòîðîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû åñòü óðàâíåíèå ãîëîíîìíîé ñâÿçè.

Âîïðîñ �9. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà II ðîäà. Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè (ãîëîíîìíûå è èäåàëüíûå
ñâÿçè - îïðåäåëåíèÿ).

Ñâÿçü íàçûâàåòñÿ èäåàëüíîé, åñëè äëÿ íå¼ âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà ñèëû ðåàêöèè ðàâíà íóëþ.
Åñëè ñâÿçü íå çàâèñèò îò ñêîðîñòåé ÷àñòèö ñèñòåìû, îíà íàçûâàåòñÿ ãîëîíîìíîé. Äëÿ ãîëîíîìíûõ
èäåàëüíûõ ñâÿçåé âåðíî óðàâíåíèå Ëàãðàíæà II-îãî ðîäà:

d

dt

∂L
∂q̇j
− ∂L
∂qj

= QDj ,

ãäå L = T − U � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, qj � îáîáù¼ííàÿ êîîðäèíàòà, QDj � îáîáù¼ííàÿ äèññèïà-
òèâíàÿ ñèëà.

Âîïðîñ �10. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà II ðîäà. Îáîáùåííàÿ äèññèïàòèâíàÿ ñèëà.

Äëÿ ñèñòåìû ñ èäåàëüíûìè ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè âåðíî óðàâíåíèå Ëàãðàíæà II-îãî ðîäà:

d

dt

∂L
∂q̇j
− ∂L
∂qj

= QDj ,

ãäå L = T − U � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, qj � îáîáù¼ííàÿ êîîðäèíàòà, QDj � îáîáù¼ííàÿ äèññèïà-
òèâíàÿ ñèëà:

QDj = FDi
∂ri
∂qj

.

Âîïðîñ �11. Íåîäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëíîé ïðîèç-
âîäíîé ïî âðåìåíè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè L åñòü
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íåêîòîðîé ñèñòåìû, òî

L′ = L+
d

dt
F(q, t)

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàãðàíæà. Êðîìå òîãî, åñëè â ñèñòåìå îòñóòñòâóþò äèññèïà-
òèâíûå ñèëû, òî ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìîæíî äåëèòü íà ëþáóþ ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó.

Âîïðîñ �12. Îáîáùåííûé èìïóëüñ (îïðåäåëåíèå). Òåîðåìû îá èçìåíåíèè è ñîõðàíåíèè îá.
èìïóëüñà.

Îáîáù¼ííûì èìïóëüñîì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

pj ≡
∂L
∂q̇j

.

Èç óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

ṗj = QDj +
∂L
∂qj

.

Åñëè íåò äèññèïàòèâíûõ ñèë è åñëè qj � öèêëè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà, ò.å. åñëè ∂L/∂qj = 0, òî ṗj = 0.
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Âîïðîñ �13. Îáîáùåííàÿ ýíåðãèÿ (îïðåäåëåíèå). Òåîðåìû îá èçìåíåíèè è ñîõðàíåíèè îáîá-
ùåííîé ýíåðãèè.

Îáîáù¼ííîé ýíåðãèåé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E ≡ ∂L
∂q̇j

q̇j − L.

Ė = −∂L
∂t

+ q̇jQ
D
j .

Ò.î., åñëè íåò äèññèïàòèâíûõ ñèë è åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû íå çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîì
îò âðåìåíè, òî îáîáù¼ííàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ.

Âîïðîñ �14. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(r, t) â
à) äåêàðòîâûõ, á) öèëèíäðè÷åñêèõ è â) ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû:

L =
m

2
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
− U(x, y, z, t).

Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû:

L =
m

2
(
ρ̇2 + (ρϕ̇)2 + ż2

)
− U(ρ, ϕ, z, t).

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû:

L =
m

2

(
ṙ2 + (rϑ̇)2 + (r sinϑ ϕ̇)2

)
− U(r, ϑ, ϕ, t).

Âîïðîñ �15. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m â öåíòðàëüíîì ïîëå (â ñôåðè÷å-
ñêèõ êîîðäèíàòàõ).

L =
m

2

(
ṙ2 + (rϑ̇)2 + (r sinϑ ϕ̇)2

)
− U(r).

Åñëè íåïîòåíöèàëüíûå ñèëû íå äåéñòâóþò íà ÷àñòèöó, å¼ äâèæåíèå îêàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, è
ïðè íàäëåæàùåé îðèåíòàöèè ñèñòåìû êîîðäèíàò ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

L =
m

2

(
ṙ2 + (rϑ̇)2

)
− U(r).

Âîïðîñ �16. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îäíîìåðíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ìàññîé m è ÷àñòîòîé ω.

L =
m

2
ẋ2 − mω2

2
x2.

Âîïðîñ �17. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà (l,m) â îäíîðîäíîì ïîëå òÿ-
æåñòè g = −gez.

L =
ml2

2
ϕ̇2 +mgl cosϕ.

Âîïðîñ �18. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äâîéíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà (m1, l1;m2, l2) â îä-
íîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè g = −gez.

L =
m1 +m2

2
l21ϕ̇

2
1 +

m2

2
l22ϕ̇

2
2 +m2l1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos(ϕ1 − ϕ2) + (m1 +m2)gl1 cosϕ1 +m2gl2 cosϕ2,

ãäå óãëû ϕ1 è ϕ2 îòñ÷èòûâàþòñÿ îò âåðòèêàëè, à òî÷êîé ïîäâåñà 2-îãî ìàÿòíèêà ÿâëÿåòñÿ ãðóç
1-îãî ìàÿòíèêà.
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Âîïðîñ �19. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö (m1,m2).

L =
m1

2
ṙ2
1 +

m2

2
ṙ2
2 − U(r1 − r2, ṙ1 − ṙ2, t),

ãäå U � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ.

Âîïðîñ �20. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè
g = −gez.

L =
m

2
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
−mgz.

Âîïðîñ �21. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m è çàðÿäîì e â íåîäíîðîäíûõ ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ E è H (îáùàÿ ôîðìà). Âåêòîðíûé è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë.

L =
m

2
ṙ2 +

e

c
(A, ṙ)− eϕ,

ãäå A � âåêòîðíûé, à ϕ � ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ
òàê, ÷òî

E = −∇ϕ− 1
c

∂A
∂t

,

H = [∇,A].

Âîïðîñ �22. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m è çàðÿäîì e â ïîëå çàðÿäà Q
(ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû).

L =
m

2

(
ṙ2 + (rϑ̇)2 + (r sinϑ ϕ̇)2

)
− eQ

r
.

Âîïðîñ �23. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m è çàðÿäîì e â ïîñòîÿííûõ è
îäíîðîäíûõ ïîëÿõ E = E0ez è H = H0ez â à) äåêàðòîâûõ, á) öèëèíäðè÷åñêèõ è â) ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ.

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû:

L =
m

2
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+
eH0

2c
(xẏ − yẋ) + eE0z.

Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû:

L =
m

2
(
ρ̇2 + (ρϕ̇)2 + ż2

)
+
eH0

2c
ρ2ϕ̇+ eE0z.

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû:

L =
m

2

(
ṙ2 + (rϑ̇)2 + (r sinϑ ϕ̇)2

)
+
eH0

2c
r2 sin2 ϑ ϕ̇+ eE0r cosϑ.
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